=7zl

B  Approximierende Diagonalen

Bl X-= (IR, (id, -id))

Behauptung: 5
 (— ) fiir lz-y| «1l/n, =x+y <2n

;
fn;(x,y) = 5 - ]./n2 flir 1z=-y| 21/n, x+y<2n
0 sonst

ist eine approximierende Diagonale filr L (X).

M

T ¥
1/n bid 2n

B?wels: - -1/n° falls x+y <2n
(i) «) Definiere hn(:c,y) 1= 0 -

=> b (x*2,7) = 1/2 (o, (1z~zl ,y) + b (x+2,¥))

_1/n° falls =x+y+z <2n
= -l/(2n2) falls [x~-zl 47 <2n < X+y+2
0 falls 21 g|x-z| +y

und h_(z,y*z) = 1/2 (b (x, ly-z1) + h (x,5+z))

-Zl./n2 falls X+y+z <2n
= -l/(2n2) falls x+ [y=-2z| < 2n € X+y+2
0 falls 2n €x+ |y-zl

- wrr ) ; +3| =
|b, (z,y%2) = b (xxz,7)|

l/(2n2) falls [X-z|+y <2n und |y-2z2! +X =22n
oder |y=-z|+x <«2n und [X-32| +y =2n
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Wir untersuchen die Bedingungen in der ersten Zei-
le welter:

(Ix=2| +7 <2n A |y-z| +Xx 22n

& (x+y<z+2n A X=¥>z-2n)
A(x+y 22n+2 v xX=y 22n-3)

& X+y <z+2n (Bedingung (A))
AX=Y >Z-2n (Bedingung (B))
AX=F 22n-132 (Bedingung (C))

& PFalls z<2n : (A)A(Q)
Falls z >2n : (4) A~ (B)

Der zugehorige Flicheninhalt in der (x,y)-Viertel-

ebene ((x,y) € IR; X IR;) ist inm ersten Fall =z

und im zweiten (2n)2, insgesamt also min(zz,(Zn)Z).
tsprechendes gilt flir die symmetrische Bedingung

( |y-z +x >2n 4 |y-z| +x >2n ), so daB insgesant gilt:

glhn(x,y*Z) - hxr(X*Z’Y)f dx dy =

1l

l/(2n2) =2 I (z2, (21’1)2) -

min((3/n)°, 4)

Sei nun ¢ € L'(X)
Ieh, - b1l =
= 55Kf(2) b (z7sx,y) - b (x,y*z) $(z7) dz|dax ay
= 55”?(Z)thn(x,y*2) - b (x«z,7)| dz dx dy
S"f(z)l 55 |hn(x,y*z) = hn(};*z,y)l dx dy dz
(lp(z) min((z/n)?, 4) 4z 2250

Il

1 falls [z~y/<1l/n und X+y<2n

8) Definiere gn(X,.‘/') *= 10sonst

8 (x%2,7)

1/2 (gp(lx-21, ¥) + gp(x+2,¥))

il
1 falls X-z| =< = und |x-z|+y¢2n

sonst

3

i 1/2,{1 falls Ix+z—yL:§ und  X+z+y<2n
0 sonst
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Es ist |lx=z| =y|<l/n
& |x-z-y| <1/n v |x-z+y|<1l/n

Sei nun

I +\2 L =
Alz) := {(-,.,y) €(IRy)" ¢ |-x+y+z| <1/n A |x=3z| +¥ <2n}
B(z) := {(:{,y) E(]Rg)z t |x=y+zI<l/n A X+ T4z <2n}

C(z) := {(x,y) 45(33(';')2 |X+y7=-2| <1/n A [X-32| +7 <2n}

Dann ist
8n(xx2,5) = 1/2 (X oy (35,7) + Xy () (%:7) + Ag(yy (5,7)
| < ’)(A(z)nC(z)(K"V) )
("X: Charakteristische Funktion)

Entsprechend erh#lt man durch Vertauschen der Rol-
Len "won” X et

gn(X,;‘?*Z) = 1/2 (XA(Z)(X’y) +’XB'(Z>(X’Y) + Xd(z)(:{;y)
oy ’XA,(Z)HC.(Z)(X,Y) ) ,

wobei

Ar(z) := {(:{,y) e(m;)% ! X=y=z|<1l/n A |y-z| +x <2n}

B'(z) = {(z,7) €(R})? : jxz+y+zi<l/n A xéy+z < 2n )

C'(z) &= {(x,y) e ( Ile)2 ! Ix+y-z|<1l/n A |y-z] +x <2n}

Wir nehmen fiir eine Weile an, daB 2z <n/2 und n=22.

Dann folgt aus |[x+y-z/<l/n, daB x+y<n und damit,

daB Jy-z/ +x <2n.

Also ist C'(z) = {(x,y) é(IR;)2 P X+y-2 | <l/n}
und danit C'(z) c(z) .

]

Es gilt somit:

|&, (xxz,7) - g (x,y%2)|

<1/2 (| XA(Z)(X’y)-XB'(z)(X’y)I ¥ /XA(Z) n C(z)(X’Y) +
+!XB(Z>(K’}") "'XAI(Z)(X’Y” + XA1(Z),,CF(Z)(I€,SI) I

Zur Abschitzung der L' -Norm geniigt es also die Fli-

cheninhalte von A(z)\B'(z) und A(z)n C(z) zu

bestimmen. (A'(z) \B(z), sowie A'(z)NnC'(z) sind

dazu symmetrisch.)



|

(z,7) e Alz)\B'(z)
& |-x+y-zl €1l/n A |z-z| 47 <2n A X+y+zZ 2 2n
& |=-x+y-3| €1/n A x-z+y < 2n A X-z-y >-2n
A X+y+z 22n
= Z=l/m<y-x<z+1l/n A 2n-zex+iy<n+z
Daraus ist zu entnehmen, daB:
Flacheninhalt(A(z)\B'(z)) <£2-(1/n)-2.2 = 4z/n
Minlich schlieBt man, daB
(z,7) e A(z)1 C(z) = Iy/<l/n A z=l/n<x<z+1l/n
und somit Flicheninhalt(A(z)1 C(z))<1/a® .
:>5Klgn(x*z,y) = gn(x,y*z)ldx dy < 4z/n + 1/n°
falls z <n/2 und n2>2.
Aus der Definition der &y folgt unnittelbar, daB
flUr beliebige =z emg, n €I, gilt:

gg[gn(x*z,y) = gn(x,y*z)f dx dy <8

Also gilt filir beliebige z eIRg , n=22:
gglg (x%z2,y) - = (x,7%z)| dx dy < min(l6z/n+l/n2 , 8)
| un geigt man wie in ), daB
Irg, - g, fﬂl———>o fiir YeL'(X)
§) Da £ =1/2(g +h_ ) <folgt mit «) und 8), daB
n n- n
Hf-f‘ - f:fl ;—> 0 fir n—sw, 7eL'(X)

(ii) (n’l"n) (x

t*z,z‘) dz

1/2 (i‘ (|z=z],2) + fn(x+z,z)) dz

Il
\—’\\/\

Man iiberzeugt sich, daB dies einer Integration ent-
lang der gestrichelten Linie in der letzten Zeich-
nung entspricht.

1. Fall: "x22n #(n’fn)(x) = 0 (offensichitlich aus

der Zeichnung)

2. Falil:felre m.onk Das Stiick der Linie, das
. . . e e . 2N -
durch Gebiete mit den Funktionswerten -1/(2n )lauft,
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hat die Liinge (2n = 2/n2)]/§' und dasjenige Stiiclk,
das durch das Gebied mit dem Funktionswert (1 - l/nz)/2
liuft, die Linge 2/n2'7/§'. Mittelung ergibt:

(rrfn) (x) = 0.,

. Fall: x<£0

Die Linie verliuft aussccinlieflich in Gebieten mit

il

b . i 2 ha
den Funktionswerten #(1-1/n°) und O.

s (r£,)(x) = 2n- (1-1/2°)/2 = n-1/n

Somit ist gezeigt:

. n-1/n falls x<41/n
(rfy) (=) = O sonst ;

also ist (:rfn) eine approximierende Eins. J

B2, ok = (2, §id, =z}

Behauptung:
1l/n fir x=y £n-1l
T (x,y) = -l/(2n2) fir X *+y, X+y gerade,
und x+y £ 2(n-1)
0 sonst

ist eine approximierende Diagonale.

x* /
- F
R /s
x \\\ x/
W hier: n=5
/X \‘ x
2
£ o i 8 v
) ;
e SRR // °i 1/n B
X Yo ‘ . / e
P e e L A x: =1/(2n%)
(] X . X oo~ X -
N,/ .
e
1 3 5 7
Beweis: L 5
. . -1(2n°) fir x+y gerade und
2 b =
(1) ) Sei h (x,7) X+y < 2(n~1)
) 0 sonsst

Iél(z*x‘,‘yu) = 1/2 (1%( 1z=%l ,¥) + hn(z-t-:c,y))
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—l/(2n2) falls =x+y+z €2(n-1) und x+y+z gerade

B —l/(4n2) falls [z-x|+7 22(n=1) < x+y+z
und x+y+z gerade

0 sonst
Entsprechend: hn(:c,y*z) =

-l/(2n2) falls =xz+y+z €2(n-1) und x+y+z gerade

-l/(4n2) falls |z—=y] +x £2(n=.1) < X+y+z
- und x+y+z gerade

0 sonst

= |b,(x,y%2) - b (xxz,7)|=

l/(4.n2) Talls (lz=-x/+y £2(n-=1) <jz=y| +x oder
= z=yl +x £2(n-1) ¢ [z=-x|+y ) und x+y+z gerade
0 sonst

Bs ist |z—x| +7 €2(n - 1) </z-7] +x dquivalent zu
-y 2z - 2(n-1) falls z >2(n-1)
x+y £2(n+1)+z  und | xy 52(n-1) -z falls 2(n-1) >z.

Falls z »>2(n-1) gibt es (2n-1)° Punkte (x,y),
die dies erfiillen,und
falls 2(n-1)=22z gibt es z2 solcher Punkte.

Das Haarsche a8 auf X ordnet dem Punkt O das
Gewicht 1 und allen anderen das Gewicht 1/2 zu.
Also gilt sicherlich die folgende, sehr grobe Ab-
schéfzung:

Sglhn(:«:,y*z) = hn(x*z,y)l dx dy

2-(211—1)2 falls z >2(n-1)

él/(4n2>{ )

2 z falls z<4£2(n-1)
e 2 falls z >2(n-=1)
= 2 2
z</(2n°) falls z <22(n-1)

émin(zz/(an), W U

Nun zeigt man wie in B 1, dal

I¢n, - fli—>0 zir f¢L'(K) und n—s .,
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5\ o o i 15 =YV = ) )
B) Definiere g (“,J) e JE, RS, & ye2(n=-1)
0 sonst ’

wobel ¢ = 1/n+ l/(2n2).

Dann gilt fiir z + O:
g (xxz,y) = 1/2 (g, (ix=2/,7) + g(z+z,7)
¢ falls x-z =y 4£2(n-~1)
= 1/2 oder z-x =y 22(n-1)
oder x+z =y £2(n-1)
0 sonst
x,7) € A(z) UB UC(z
-1/ {c falls (x,y) € A(z) vB(z) UYC(z)
sonst 5
wobei A(z)
B(z)
C(z)

{(x,y) emry x 2,
{(‘{,j)éINOx]ITO
{(z,y) ¢y xT,

x~y=2z und y<2(n-1)}
x+y=z und y 22(n-1)}
y-x=2z und y<z2(n-1)}

Aus Symmetriegriinden gilt:

& (Z,7%2) = 1/2 {c falls (x,y)ed'(z)uB'(z)uvC!(z)

sonst "

wobei A'(z) := {(X,y)em x Mg ¢ y=x= und x é2(n—l>}
B'(z) i= {A,y)emoxmo : x+ty=2z wnd x £2(n-1)}
C'(z) := {(‘C,j)EIHOX.IﬂO t X-y=2z und X ez(n-l)}

Sei nun 2z €2{(n-1); darn ist B(z) = B'(z) und
es gilte
lg, (xx2,7) - &, (x,5%z2)|

c/2 falls (x,7) ¢ A(z)\C'(z)
= oder (x,y) eA'(z)\ C(z)

0 sonst

c/2 Falls (x-y=2z und y=22(n-1)c<x )
= oder (y-x=2z und x<2(n-1)<y )

0 sonst

Der Wert c¢/2 wird also von 2z Punkten (%,¥y)
angenonmen. Also ist

Sg[g,l x*Y,2) = 8,(x, y#z)| dx dy ¢z c £2z/n
falls 0 <z <22(n-1)




Aus der Defini
z ¢ My, gils:

(ERCERR HE b
Insgesant haben wir also:

g]gn(x*z,y) - gn(x,y*z)l dx dy < min(2, 2z/n)
und wie in Bl sieht man, daB

ivg, - g9l ;— 0 fir ¢(eL(XK) wnd n—= .

o5

p
jw)
o
l_b
il

4-(g, +h,) <folgt aus ) und B):

Hﬁ”-fn-fn-kf’n 1—> 0 fir Pel(K) und n— o .

(11i) Die folgenden Schritte sind leichiy nachvollzxehbar.
x) Fir x £ 0 erhdlt man (rrf ) (x) =

‘an(x*z,z) dz = 51/2 (fn( [x—Z/,z)+fn(X+z,z))dz

durch Aufsummieren der Werte entlang der gestrichel-
ten Linie (siehe Zeichnung; dort ist x=4 bzw. x=7).

8) Fir x >2(n-1) oder X ungerade ist (n-fn)(x) =

§) Die Punkte (x,y) (=0, y+0) haben gegeniiber (x,0)
und (0,y) wegen des Haarschen lMaBes nur halbes Ge-
wicht; also ist fiir O*xéZ(n—l) und x gerade
(r£ ) (x) = 4/4 ( (2n)(-1/(2n %)) +1/a ) =

n-1

&) (/rf 2(0) = 5 (z,z)az = £(0,0) + = Z B i ginlra

3 falls x=0
£) (r2)(x) { oA 3
- SonsT

und damit ist (n-fn) eine approximierende ZIins
o T
filr L'(X).

(Bemerkung: Bei etwas ausgetiifftelterer Wahl von fn

wire nrf, exakt das Einselement in L(X) fiir alle

n e MWy.) ]




