.

Al Allgemegines

A 1.1 Reelle Zahlen

Seien a,

[2,D] 2= {x ¢ IR 2

(a,b] 2= {x ¢IR :

analog [a,b), (

a£x s—b} 5
a4Xéb},
a,b),

[c]

menhang von einem Element

(Letzteres ist nur

b, ¢ e Rv {-=,«} ; man definiere

den Zusam-

des kartegichen

Produktts zu unterscheiden.)

die kleinste ganze Zahl, die kleiner oder

A 1.2 Topologische Réume

Fliir einen topologischen Raum X und einer Teilmenge

gleich ¢
ist.

AsX

konplexwertigen stetigen Funktionen auf X,
beschrinkten Funktionen in C(X),

C(X), die im Unend-

seien

c1(4) = &1  der topologische Abschlus,

int (1) = AYPY  das Innere,

b(A) = AE_ der Rand,

c(4) = 4°  das Komplement von A .
A l.5 Funktionenklassen und Punktionale

£ sei ein topologischer Raum; dann ist

C(X) die lMenge der

CB(X) die Menge der

o (X) die lMenge der Funktionen in

lichen verschwinden,
Coo(#) die Menge der Funktionen in

Triger;
dabei ist der Triger spt(f) einer Tunktion f definiert durch

gpb(E) := '{x_éX: flx) =+ 0}01

€°(R)

C(X) mit kompakten

bezgelchne die lMenge der unendlich oft differen-
g

zierbaren Funittionen auf IR it kompaktcen Tri-

ger, versehen mit der {iblichen Topologie (vgl. Ru,6.2)
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Mit 1 wird stets die konstante 1-Funkiion bezeichnet.
L . . 4 = k y =K
Die Schreibweise f(X%) = 0(x") bedeutet, dal f(x) x

beschrinkt bleibt fiir x-s-, Man sagt eine solche-Ab-
i

scitzung sei bestmdglich, falls f£(x)-x - nicht be-

schrinkt bleibt fiUr ein beliebiges k'<k und x—»ee,
(Vorsicht: Hier wird dags "="-Zeichen grod milbraucht:

e k A 5
aus f(x) = 0(x) und g(x) = 0(x) folgt keineswegs £=g.)
Fiir fe¢(X) sei T erklirt durch F(x) = F(x) (punki-

weise komplexe Xonjugation).

Flir eine Teilmcnge A von X bezeichnet

I (£l , := suplf(x)|) eine Seminorm und

— e A soletsl

U= 1) eine Norm auf Unterrdume von CB(X).
5 X

Wenn nun ein, mit einer Topologle versehener Funktionen-
raun B vorgegeben 1ist, dann heiBen die stetigen, line-
aren Abbildungen von B nach € Funktionale und B Be-
zeichmet die llenge aller Funktionale auf B. (Funktiona-
le sind also per Definition stetig!) Der Triger spt(¢) £X
eines Funktionals @éB* ist definiert durch:

x ¢ spt(¢P) & IJFUmgebung U von x in X mit der Eigenschaft
(f&B, spt(£)cU=> &(f) = 0)

A 1.4 MaBriume

Sei nun X ein lokalkompakter Raum und X ¢X. dann be-
zelchne

M(X) die IMenge aller reguliiren, komplxwertigen Borel-MaBe
auf X, versehen mit der &(M(X),Cy,(X))-Topologie,

' 17 (X) die Menge aller positiven MaBe in H(X),
M'(X) die Menge aller WehrscheinlichkeitsmaBe in M(X),
M¥(X) die Menge aller reguliren Borel-MafBe mit Verten
in [Oy °°]y
D das Einheiltspuniztmall bei =x.

L=
A{
———

Flir ein regulires Borel-MaB u und eine u-integrierba-
re Funktion f seil

5& du = Sf(x) du(x) das Integral von f bezliglich «,

(Integrationsbereiche werden nur angegeben,
sowelt sie notwendig oder niitzlich zum Ver-
stdndnis sind.)




= el = . .
(Falls X €IR" und « das vom Le csguc-ial in-

8 Y

)
-t

~ s . aeE s . h R
duziecrte Hal ist, wird meist auf die Angabe von

B

sup ess|f(x)]
=== xeX

sup{aemg ;o uix s

1l

-
.

£(=)| > a}>0}
P(X,p) = {f : £ m-integricrbar, £>0 und (£ au =1} .
Bel den letzten beiden Funktionenklassen verzichtet man
auf die Angabe von 4, wenn Klarheit {iber das zugrunde
liegende MaB herrscht. (—> LP(X), P(X) )

(In den LP-Riumen werden wie iiblich Funktionen identi-

fiziert, dic sich nur auf w-llullmengen von X unterscheiden)

(Titeratur: [Hal )

A 1.5 Banach-Algebren

Eln normierter vollstindiger C-Vekitorraum 2B mit Al-
gebra-Struktur heiBt Banach-Algebra, wenn labl £ lall lof.

Als approximierende Rechtseins bezeichnet man ein I

(u“)wéA mit der Eigenschaft 1lim xu., = X Vx eB. (tna-
log: approximierende Linkseins) Das Hetz (u )ueA

g isd, L Sk bt p ¥ + o
hell% beschrinkt, falls es e¢in VU €IRy gibt, nitd
lull €MV xeA.

€ , versehen mit der kompakt-offenen Topologie wird als
Strukturranm, von B, d.%. (A{(B)

(Iiteratur: [BD] )

A 2 Hypergruppen

Zinen lesenswerten AbriB iiber den ges

c c
indet man in einenm Artilkel von

gang der ilypergrupnen £ 2
X.A. Ross ([Ro]). Wihrend die rein algebraischen Ursprin-
ge Dbereits im Jehre 1934 zu suchen sind, dauerte es noch

bis zur ersten HElfte der 70'er Jahre, bevor leistungs-

[RESN




moyster

ische und dic {topologisc
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Dunkl [ Du]l,
systeme pri
sind,

(abgesehen davon, daf si

SeRtLeEt,

It
N

gruppen besciirir
eine axionatische Beschr

Balnenrdumen von [FIAJ%
nen geradezu darauf zuge

tur der HLypergruppen aber

me entwickelt

e
von

die aber inhaltlich
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wurden, welche die algebra-

he Struktur von Hypergruppen un-
nbar war die Zeit reif dazu, denn
voneinander ungbhiingig haben

Spector [Spl] disse Axionm-

denen zwar keine zgwel identisch
ok “dextgl e Deheld

ch Dunkl auf

Linie liegen

kommutative Hyper-

o« Die Zielrichtung war wohl jedes HMal

reibung von Doppelnebenklassen und
- Gruppen, denn die Axiome schei-
Da3 die Struk-

L
L

schnitten zu sein,

r weit iliber dieses Konz hinaus

verwendet werden kann, geht unter anderen aus der vorlic-

genden Arbeit hervor.

Ein Bliclk in die wvielen,
Hypergruppen zeigt, dal

nicht aber seine Ternino

seit 1975 verfassten Arbeiten iliber

sich Jewetts Axiomatik durchseicve,

logie: Jewett nennt seinc Gebilde

stets "conwvos", wihrend Dunkl und Spector von "hypergroup(e)s
sprechen., Vermutlich wurde Jewetts System der Vorzug gege-
ben, weil er auf rund 100 Seiten beschreibt, was nan mis

mnit seinen ilypergruppen
So soll
den; die Auss

chlieflich zcus Jewetts

4

auMec:il nliexr

agen

AL iiylisEilionE

Fin nicht-leerer lokal

linearen Operation «:

gruppe,
(A1)
(H2)

(”*(“>7 *) st
Die Abbildung (

(E3) Fir x,y €X ist
ist kompalw,

auf diege Definition zuriickgegrif
von diesenm Xa

wenn die Axionme

"convos") alles machen kann.

(alias

fen wer-

513 - £ -
svarmen 1asv aus-—-

pitel A2

Arbeit [J]:

ltompakter Raun K zusarmen mit einer
M(X) x M(K) —» M(X) helBt Jupen

1

(

(ii6)

CETuNNEESIE

eine komplexe Algebra.

Jhy V) > %V ist positiv-sictig
(vel. (31, 2.4).
o, %D, el{K) und spt(p,.* D)

all



= Ef =

(H4) Die Abbildung (X,y)h—aspt(px*-py) ist stetig

(£5) Es gibt ein e éK , so daB p_*p

bezliglich der in [J}, 2.5 angegebenen Topologie
auf der lenge der kompakten Telilmengen von K.

~
P9

= D _* = D
e e PX =X

(H6) BEs gibt eine Involution x+-x in K, so daB gilt

Falls P *D

(e esPt(pX* py)®x" = ¥)

e py*-pX Vx,ye K gilt, heiBt die Hyper-

gruppe konmutativ,

Obwohl eine Hypergruppe erst durch das Paar (X, *) fest-

gelegt ist, schreibt man oftmals nur X, soferm keine Zwei-

fel beziiglich * bestehen.

A 2.2 Beispiele

a)

b)

Sei G eine lokalkompakite Gruppe, auf der eine kompak-
te Gruppe B stetig wirkt., Dann ist (G,B), die Menge
der B-Bahnen in G, mit gecignetem x eine Hypergruppe
(siehe [J], 8.34A).

Zu einer Klasse von Funktionen F(G) =auf G bezeich-
ne F(G,B) die Menge derjenigen Funktionen in F(G),
die konstant siad auf B-Bahnen. Sie kOnnen in na-
tlirlicher Weise mit den Funktionen auf X = (G,B)
identifigiert werden.

Insbesondere heiflen die SO{(n)-invarianten Funktio-
nen auf IR® radiale Funitionen. (SO(n) := lMenge der
Isometrien in IR® mit Determinante 1)

Sei G eine lokalkompakte Gruppe und H eine konmpakte
Untergruppe von G. Dann ist die lMenge der Doppel-
nebenklassen G/H := {HXH 5 éG} eine Hypergrup-
pe. (Vgl. [J], 8.2B)

A 2.3 Funktionen auf Hypergruppen

Fir eine Borel-Funktion f auf K ((K,%) eine Hypergrup-

e) und x vee X €K seien erklirt:
l?

n

e X.



Kf(y) 1= ;yg;) $% o (a0 i)
£ (x) = £(x) (Vgl. [J3, 3.1 und 3.4)

b

Is gelten die folgenden Rechenregeln:

T (x%xy) = (= «y°) (031, 3.4B)
f(Xl* e e Kn* (Yl* e ym)—* Zl* ) Zk) =

Zf(Xl* s o0 Xn*yra*... yi*zl*.'. Zl}')

—

Heben den in A.1.3 definierten Funktionenklassen gibt es
auf Hypergruppen noch die folgenden:

UCp(K) := {£€0B(X) : Die Abbildung x>, ist stetig
bezliglich der ”lLrTopologie}

UC-(K) := {feCB(X) : Die Abbildung x—>f ist stetig
beziiglich der |l l~Topologie}

UC(X) = UCR(K)nUcL(K)

(Diese Definitionen sind vertriglicn mit der gleichmi-
Bigen Stetigkeit von Gruppen.)

- -

A 2.4 Das Haarsch

o
)
(50

. = . R 3 B P 3 . { . .
Ein nicht-triviales MaB m &M (X) heiBt links-invariants
o

(oder: linkes Hasrsches MaB), lurz l.i. , falls fir alle

x ek D% 1 definiert und p*m =1 ist, Han weiB, daB
sich zwei l.i. MaBe alleanfalls durch eine multiplikati-
ve Konstante c¢ R’ unterscheiden ([J], 5.2) . Alle be-
kannten Beispiele von Ilypergrupnen besitzen ein 1.i.
MaB; es ist bewlesen, daB alle diskreten ([J], 7.l4A),
alle kompakten ([J], T7.2A), alle kommutativen ([Sp2]),
sowle alle nach A 2.2a ([J], 8.34A) und A 2.2b ([J], 8.2B)
konstruierten Hypergruppen ein 1l.i. !aB besitzen. Der
allgeneine Existenzbeweis ist noch nicht gegliickt, doch
wollen wir wvon den in dieser Arbeit vorkommenden Hyper-
gruppen stets annehmen, dal sie ein 1.i. !aB besitzen.

HMir den Rest von A2 bezeichne nun o stets ein 1l.i. [1a8.
Dann gilt die nilitzliche Identitit:

2 s a) = § 20) e @)

PAY
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wobel £ und g Borel-Funkiionen sind, von denen min-
destens eine é-endlich beziiglich m ist (vgl. [J], 5.1D).

Tir cine Teilmenge A von X sei A7 := {x eK:x e A}
und fiir ein Borel-liaB « auf K zEZ(A) ts= u(A”). Dann
gieht man leicht, daB n~ rechts-invariant (r.i.) ist.
Die modulare Funktion A ist definiert durch

Alx) = m* p_- (wEE. (8] 1 5:3 )+

Es gelten die Identititen:

A4 =1, n= Amn ([31, 5.3B) ,
(o>m™ =A™ n;  AGET) = (A=) ),
Alzxy) = Alx) Aly) fiir x,y ek ([J], 5.3C) .

Anstelle von dm(x) oder dm (x) schreibt man hiufig kiir-
ger dx oder d x, sofern ein Konflikt mit der in
£.1.4 getroffenen Vereinbarung ausgeschlossen ist.

A 2.5 Fouriertransformationen

Fir eine Hypergruppe mit 1l.1i. }MaB sei stets

IP(E) := TP(X,m), p € (0, od]
P(K) := P(X,m)

»

Flir f und g wie in A 2.4 ist die Faltungrwie folgt
g

Hh
*
8]
P
H
p—
il

f, Txxy) &s7) @)= | 2@)arTwe)n(y)

e i

J £ ety xx) @ () = | 2(arT)alr)an ()

pa

-l

L Sk
Das Trippel (IL'(K), = , | ”l> ist eine Banach-Algebra
([7], 6.2G).

Einige weitere Funktionenklassen; es bezeichne

¥(K) = {?(éC(K) t XK(xxy) = X(x) X(y) Vx,yek; "X#O},
die llenge der multiplikativen TFunktionen auf X, und
lfbgg_) s= X(EX)NCB(X) (vgl. [J1, 6.3).

%B(K), versehen nit der kompakt-offenen Topologie, ist ein
lokalkompakter Hausdorff-Raum (vgl. [J], 6.3H).




Falls X kommutativ ist, sei
b

. {"Xé?fbﬁi) :X(x7) =X(x) VxeX} das Dual von K.

”~
Die Elemente von X heifBlen Charaktere.

A
Fir feL'(X) und 7XéK definiere man

£(X) := Sf‘?'dm,’ A(ﬁ) 5= {f: iy 6L7(Kz}>und IE”A(§> =“f“l

A E
f heiBt die Fouriertrangformierte von fi Die folgende
Identitidt 148t sich direkt nachrechnen:

O (x) = 2(0). 860

A 2.6 Starke Hypergruppen

Falls K kommutativ ist, gibt es unter gewissen Unstin-
den flir alle X, ¥¢& ein WahrscheinlichkeitsmaB (X, ¥)
mit kompaktem Triger auf K, so daB (y-¥)(x) =

& gf(x) du(X,¥)(¢) Y=xeX (vgl. [J], 12.3). In diesem

Fall ist (X, * ) wieder eine Hypergruppe, wobei #*
durch px *p, = 4(X,¥) erklirt ist. Wemn nun dariiber
hinaus auch noch % eine Hypergruppe ist, so ist K=K
(siehe [J], 12.4). Falls dies erfiillt ist, heiBe X eine
starke Hypergruppe. Klar, daB8 in ecinem solchen Fall auch
R eine starike Hypergruppe ist.

Flir starke Hypergruppen gelten alle wichtigen Sitze, die
aus der harmonischen Analyse fiir lokalliompakte abelsche
Gruppen bekannt sind. (Einige dieser Sdtze gelten auch *
schon unter schwicheren Voraussetzungen.) Hier sei eine
Zusammenstellung davon:

Zun Haarschen MaB m auf K gibt es ein eindeutig bestimm-
ves, nicht-negatives MaB m auf K (das zu m gehdrige, so-
genanntce Plancherel-MaB), so daB

f 1£]2 an = Sﬁlfiz dr V£eL(K)nT?(RK) ([J1, 7.3I).
K R

Die Fouriertransformation 148t sich zu einer Isonmeirie
von I2(K) auf I2(%) fortsetzen. Das MaB 7 ist ein
Haarsches MafB fiir die Hypergruppe z.

Palls feC(E)nL(K) wnd £ &T(X) ist, gilt die

A

Unkehrformel : £(x) = S@ X(x) £(x) ar(x) ([J1,12.20).
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A 3 Jacobi-Polynone

Da die Jacobi~-Polynomsequeanzen durch zwel unabhingige
reelle Parametocr klassifiziert werden, decken sie eine
groBe Klasse von orthogonalen Polynomen ab. Darunter fal-
len als Spezialfille auch die ultrasphirischen Polynone
und die Legendre-Polynome. riir weitergehende Informatio-
nen halte man sich zum Beispiel an Szegds Buch liber or-
thogonale Polynome ([Sz]).

A 3.1 Definition

a) Eine Tolge von Polynomen (Pn) heiBt Polynomse-
quenz, falls grad Pn = [ cur-alle n sIHO A

b) Zu o« >-1, fF>-1 gibt es genau eine Polynomsequenz
(BS#) mit der Eigenschaft

L 2 3
8-1 P (x) Blx) (-x)" (Qem)® ax = &y .

y

Die 2" hneigfen Jacobi-Polynome.

c) Die ng” heiBen wultrasphirische Polymnone,

d) Die 3;”’ heiflen Legendre-Polynone.

3.2 Einige Eigenschaften

P("': ‘ﬁ)
Iol

a) Das Jacobi~Polynom ist die einzige Polynox-

losung der folgenden Differentialgleichung:
(l-xz)y” + (Boot= (x+834+2)x) 7! + n(n+x+B8+1)y=0
([sz], Theorem 4.2.1 und 4.2.2)

b) Die Egﬂ) sind eindeutig bestirmt durcih die Rodriguez-
Formel:

n n :
(1-x) (L+x)8 B#(x) = ZL;LL-L (&) (@==)™*(1ex)™5)
.

([Sz], 4.3.1)

c) Eine explizite Formel:

P;,#)(x) = 1% i(f}l) ﬁ- TP T n ML <%l)v
A=7

V=0

e ——— .




Tir die harmonische Analyce eignen sich die bei x=1

-

. 4B (=, 4 ) I | .
normierten Jacobi-Polynome R := P /Pn (L it
di

£1  fir xe[-1,1] und «28=2-1/2

-

A 4 Bessel-Funiktionen

Sie gehbren sicherlich zu den bedeutensten und meist-
verwendeten Klassen von speziellen Funktionen., Sogar ihr
historischer Werdegang ist bemerkenswexrt: VWatson ([W])

verfolgt ihn zuriick bis ins 17. Janrhundert (James Be

H
I

noulli). Das 800 Seiten umfassende Werk iiber Bessel-
Funktionen von Watson aus dem Jahre 1922 kann auch heute
noch nicht als {iberholt angesehen werden, Dennocihh findet
man viele Informationen iiber Bessel-Funlctionen bequener
in anderen Quellen, z.B. in [EIO0T].

A 4.1 Definition

Die Bessel-Funktionen erster Ari, oder kurz Bessel-

Funkitionen Jy (z) sind definiert durch die konvergente
Reihe 5 " -1 -
dal B =k ey E (=1)° (@i (m+v+1))™ (2/2)

=0

[

(v, zeC) ([2107], 7.2.1(2)).

b

-

a) J, geniigs der Differentialgleichung

2 .
25 w" + zwW' + zz—vz)w

]

0 ([EIOT], 7.2.1(1));
. iz . .
b) z Jy,(z) 1st eine ganze Funktion ;

) i SN e O(x-l/z) und diese Abschidtzung is®t bestmiglich.

([®1071, il SRS



