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5. UMittelbariels

Wenn auf gewissen Funktionenklassen ciner Gruppe translations-—
invariante, nicht-triviale Funlktionale definiert werden kin-
nen, so nennt man diese Cruppe mittelbar. Greenleaf hat in
[Gr] die wichtigsten Resultate, die in Zusammenhang mit der
Mittelbarkeit von topologischen Gruppen stehen, zusammenge-
stellt.

Der Begriff der Mittelbatkeit von Banach-Algebren wird in
[BD] in einem kohomologischen Rahmen definiert, und es wir
dort gezeigt, daB G mittelbar ist, genau dann, wenn L)
=j%G§), wobei ¢d die diskrete Version von G ist) mittel-
bar ist. Diese Betrachtungen gehen auf Johnson zurlick, der
in (Jol, 2.5 auch die Aquivalenz der littelbarkeit von G
und L7(G) zeigt. BEs wird sich herausstellen, dafl diese Aqui-
valenz fiir Hypergruppen nicht gilt, so dal wir zwischen
zwel Mitelbarkeiten, nimlich der schwachen und der starken
unterscheiden mniissen.

Dieser Abschnitt 5 ist der Frage gewidmet, welche Aussagen

beziiglich der Mittelbarkeit sich vom Gruppen—auf den Iyper-

gruppenfall {ibertragen lassen; dabel wird wie immer angenom-
nen, dal die Hypergruppe cin links-invariantes MalB besitzt.

Zuletzt werden dann die inzwischen wohlbekannten Klassen von
Hypergruppen, welche von Jacobi-Polynomen bzw. Bessel-Funk-

tionen herriiren, untersucht.

5.1 Schwache Mittelbarkeit von Hypergruppen

Es sei K eine Hypergruppe und F(X) ein Vektorraunm von

komplex-wertigen, beschrinkten Funktionen auf X, der die
konstanten Funktionen enthiilt und abgeschlossen ict be-

zliglich komplexer Konjugation. Dann gelte die

5¢lel Definition

a) Ein lineares Funktional m auf F(X) heiBt Ilinks-
invariantes Mittel (LIM) auf F(K), wenn
(i) m(f) = o(f) VTeF(X
(fi) n(f) =0 fallls = 20
(151) (1)

(iv) m(xf) = n(f) V£ eF(X), x ek

It
]
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Falls fiir alle feF(X) eine Faltung nit Elementen
aus L (X) definiert isi, dann heiBt cin lineares
Funktional n auf P(X) ein 3foplogisches links-—in-
iittel auf F(X), wenn (i) - (fi) gelten
und zusiitzlich
(v) m(gxf) = m(f) VEsP(Z), geP(K) (Vgl. A 1l.4
und A 2.5).

variantes

5.1.2 Bemerkung

Bedingung (ii) und (iii) stellen sicher, daB ein LIM

stetig ist Dbesziiglich der I ";Norm.
5.1.3 -Lenmma
Seien g, g'eP(K), f ¢ L%K); dann ist

a)
b)
o8}

Beve
a)

g*erCL(K)

T % g e UCK(X)

g% £ % g eUC(K) (Vel. A 2.3).
iss

Fiir xeX ist (Xg*f)(y) = gg(x*z) £(z"*y) dz

il

(g(z) £((z™*z) xy) dz
Sg(z) flz"x(x*y)) dz
Le*xD)y) .

Mso ist | (g*f) - Li(gx D)l =

= || (&8 = 418) * £, =

£ || &= 8l Nl fiir x, x'eK
‘ (LI, 5.5E) .
Da aber die Abbildung z—,g stetig ist in T(X)
ist damit auch z'——az(g* £) stetig in L (K).

b), ¢) ganz analog. [
5.1.4 Proposition
Flir eine Hypecrgruppe K sind dgquivalent:
(1) 3 top. LIM auf L7 (X)
(i) 3 LI auf L7(X)
(i1) 3 LI auf CB(K)
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(iv) 3 LI auf UC,(K)
(v) 3 LIM auf UCL(X
(vi) 3 1T auf UC(E

(vii) 3 top. LIM auf UC(K)

Beweils:

Die Implikationen (ii) :(ﬁi)%/’; Ef%}(vi) sind klar,
da jeder vorkommende Raum ein abgeschlossener Teilraun

seines Vorgingers ist.
(i)=>(il): Sei geP(K); £eL’(X); x,y€eX und m ein top.
LIM auf L°(K)s
(g * £)(¥)

i

Sg(z) LT *y) dz

(g(z) f(xxz=y) dz

fg(z) £((zxx)"*y) Az) a7z
(g(zxx) £(z"%y) A(z*x) a7z
= (g,.(z) £(z7»y) A(x) az
((A(x)-g,) * £)(y);

fglz*x) Ad(x) A(z) ¢z
(g(zxx) A(x»z) d7z

fe(z) A(z) a7z

(g(z) dz = 1 ;

i

ts1, 5.1D

i

il

A (x) g (z)

Il

Il

Also ist A(x)gX e P(X),und es gilt mit obiger Idemtitiit:
n( L) = m(g » £) = n((A(x)g,) * £) = n(L) ;
folglich ist m ein LIM auf I7(X) .
(vi)=(vii): Sei geP(K); £eUC(X); X,y K und m
ein LIM auf UC(X). Nach Lemma 5.1.5 ist dann

g* £ eUC(X), ind wie im Beweis von 5.1.3 sieht man,
dal =5 * f = X(g* £) . Also gilt:

n(zg * £) = m( (g% £)) = n(g* L) ;

somit ist die Abbildung g-—n(g#*f) translations-

invariant und daher ein Vielfaches des Haarschen lia-
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J k(£)eC s n(gxf) =k

Sei nun (Ci), eine Umgebungsbasis von e in K und

-\ 8 . . - 17+ .
(e;), €P(K) einc approxzinmierende Eins in L'(K) mit
upb<GZ> £ C;L

= g, *f - £ll,—0, da £eUC(K

L3

Bs gilt daher: k(f) = n(e, * £) —>u(f)
urid andererseits: k(f) = m((gx ey) * )
= n(gx (ex# £)) —=n(g* 1),
Also ist n(f) = n(g* £),
(T ) =13 Sel E = E eine symmetrische Umgebung
von e X und ¢E = ¢i €¢P(X) dic zugehbrige,normali-
gsierte charakteristische Funktion.
Dann .ist nach Lemma 5.1.3 Pp*£xP,eUC(K) V£ eL(X).
a—d

Sei weiterhin m ein top. LIM auf UC(X); dann defi-
niere man .
m(f) := n(Pp* £x¢p) fir £eLiX

- . g ~e o . s - o . . :
Ls bleibt zu zeigen: m ist topologisch links-invariant.

95
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gl ’ 52,@ € P(K und
{GLL SP(X) eine approximicrende EZins fir L(XK).

2 S
0 firi=1, 2

= llg; # e; *h - g xh

und daher gilt:

m(gl*h)éim(gl* e, *h) = n(g, % e, *h) %m(gz* h)
(Man beachte, dal g; *h, e *h €UC(K) nach Lemna 5.1.3)
Setze nun h:= f*(PE b eEdis <PE*CP y By = 453 s

5¢.L.5 Definition

Zine Hypergrupve X helBt gchwach mittelbar, wenn sic eine

der Bedingungen in 5.1.4 (und danit alle) exrfiillt.
(1 c

lan niliBte eigentlich von links-schwach mittelbar spre-
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chen; der Verzicht guf das Wort "links" wird aber keine
Verwvirrung stiften.)

Xommutative Halbgruppen gind stets mitielbar; dies hat Dixmier
in [D] gezeigt, indem cr eine Dedingung (D) angibt, diec
dquivalent zur Mittelbarkeit ist, und nachweist, daB kom-
mutative Halbgruppen (D) erfiillen. Die entoprechenden Aus-
sagen gelten auch flr ilypergruppen; die Beweise fiir den
Gruppenfall, wie sie etwa in [Gr], §1.2 zu finden sind,
connen wirtlich {ibernommen werden:

5.1.6 Propogition

Eine Hypergruppe X ist genau dann schwach nittelbar,
wenn gilt:

(D) Palls f19.-. £y reellwertige Funktionen in
CB(X) sind und {x; ... X} €K, donn ist

N
me {3 (5@ - 1,0
Beweisg: Siehe [Gr], 55 .[O

5.L.7 Satz

Jede kommutative Hypergruppe ist schwach mittelbar.

Bewels:  Siehe [Gr], Theorenm 1.2.1.03

5.1.8 Satz

Flir eine iypergruppe sind #Hquivalent:
(1) X ist mittelbar
(1) X erfiillt die Eigenschaft
V¢ ek, C kompakt, £>0

L Jein weP(X), so dal glxr- tl<€ Vxec

@i) K erfiillt die Eigenschaft
(VY endlichen Hengen F <K, €>0, 3 s & LK)
B3 it sty w0 532§>0 und
<Wxs - gl <€ Vzer (g ist unab-

z hingig von F und &.)
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(iv) I'(g) := {f €L (X) ¢ 51 = O} besitzt beschrink:e
’ approxinmierende Rechtseinsen.

Die hier angegebenen Kriterien fiiz Mittelbarkeit sind im
Gruppenfall als "Reiter's Zedingungen" bekannt. Die hier
verwendeten Beweisidecn stammen zum grofen Teil aus [R1],
Ch., 8, 3-6 und [R4] , doch muBten die Techniken auf die
Gegebenheiten von Hypergruppen hingetrimmt werden. Auch
verwendet Reiter in [R4]eine -zumindest scheinbar- etwas
schwiichere Definition von approximierenden Rechtseinsen
als wir. Dies macht im Beweis von "(ii)=>(iv)"den Schritt
§) notwendig.

Plir den Beweisteil "(i) =(ii)" findet man in Grecnleafs
Buch [ Gr ] einen wesentlich eleganteren und klirzeren Beweis
als in Reiters Arbeitcn. Dieser ist auch noch zu rund zwei
Drittel absolut hypergruppentauglich,so daB ein Verweis ge-
nligt. Das verbleibende, rein technische Drittel konnte in
dieser Arbeit gegeniiber [Gr] noch geringfiigig vereinfacht
werden. Nun aber zum ...

Bewels:
Wir geigen: (1) (ii)=(iv)>(iii) =>(1) :

(1)=>(ii): Wie in [Gr], 2.4.3 und 2.4.2 zeigt man zu-
nichst, daB es in P(X) ein "stark zur topotogischen
Links-Invarianz konvergiercndes" Netz (¢@,) gibt, d.h.

gx Q- @, >0 in L' -llorm fiir alle g eP(K)

Sel nun C <X kompakt und ¢ >0 vorgegeben. lian wih-

le ein beliebiges: B €P(K).

=> Die Abbildung =x-—>_8 ist stetig in der L' -llorm.

= VxeC gibt es eine Ungebung U, von X, 80 daB
1.8 - yBlll<€- Vyeu, .

Wihle X; ... % so, daB C< UJ Uy, .
i=1
Mun gibt es ein A, so daB8
1 (x38) * @ =, 1 < € e | B=,» . vam

und |8 « ¢, - ¢%"l < € .

Definiere (D:: 8 % ‘P; € P(X) .
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Sei nun yeC; Wihle i1 so0, daBl ye Uxi .

> My0-0ly =§(8) =@ -8«
& " (yB)* CP;- (Xj_B) * d’; "1 + "(XLB) *47; = B*cb/l”l
< 8- x13"1 n¢lnl+ "(3:5_8) & - ol
- < 3¢

Also erfiillt K die Eigenschaft P, .

(ii)=>(iv):
) Seien f e I'(X) und £>0 vorgegeben.
Wihle C <X, C kompaks, so daB g [£l< &3

K\C
und ein T wie in (ii), passend zu C und E/(B"f"l);

Hf*'rlll = SKl fK £(y) 't(j'x-x) dy Idx

(16 £ v - £(3) v(x) oy | ax
KK

N

§K {Klf(;y)l (7 wx) - T(x)] dy ax

S, 2@ ly.T= 7y oy

£ SC £y -r—ﬂ!l dy + 2/3 ¢

J

éj(; £ &/GGll)) ey +2/5¢ < ¢

8) Man rechnet direkt nach, daB

12wty = §KI §K £(zx37) AGT) T(7) a7 ax

Das innere Integral wird nun durch e¢ine Linearkom-
bination anstelle von T (7) approximiert:

‘"f *.'r”i - 5& I% £xe7;) A7) cildx < €

fiir geeignete c. ¢ C, Ti & X,

1

n

= 2¢ >Hi c3 f; A(?i)IL = "Z c; Ay, f"1r
i=1 i *

i=1
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wobel AZf = 4(7) f;, flr 7 €K,
(Man {iberpriift leicht, daB A,g eine I'-Isometrie
definiert.)

¥) Fir £ wis in «) wihle man nun ecin ue P(X), so daB
NEwxu - £l <€

ol
i ITZ c; Az (f*u)”]_ < 3¢ , wie man leicht nach-
=1 i g
recianev.
n
Setze = U - 2 Bl A;,u
i=1 t i

Tl
2> f4*V =« f=fxu=7F = C. AT(f*u)
1; S

1 L3
Mlso ist l£% v - £l < 4¢ fv =0

n
und  IViL. £ lully + c. HAas.,ully =2 .
[l 1 1= i ey

§) In «) bis § wurde gezeigt: Zu veliebigem
feINX), €>0 gibt es ein v € I'(X) mit
lfxv - £l <€ und NVig <2 .
Mit [3BD], Ch.I. Prop 2 folgt daraus die Existenz
beschrinkter approximierender Rechiseinsen in un-
serem Sinn,

(iv) =(iii): Seien a;, ...ay €K und £>0. Man

wihle ein beliebiges f eP(X) und definiere
1= & & : is (K LS -
fn = anf f. Dann ist fné I und nach Voraus

setzung gibt es ein v e I'(K), so daB

ke e s l<n <N,
n n"l

Setze g := - %V
= g8 = 8= (anf-f) - (a_nf-f)*v = £, - I *y

Also ist llang - gl <¢ ir 1L€n=<1,

I = I[glll—é 1+H (wobei i die obere Schranke der appro-
¥inierenden Einsen V ist) wund jg =1L .

Man sieht, daB s := g/ lgll ; die gewlinschten Bedin-
gungen mit ¢= 1+1M erfiillt.




- 50 -

(1ii)=>(1i)e Das Hetz /1 sei definiert durch
A:= (F,¢): T -endliche Teilmenge von X, € «RT

geordnet nach der Vorschrift
(Fr,¢e') > (F,e) & F'27 und ¢'<e .

T i

Tir 2€4 wywihle man s, wie in (iii), so daB

Slasl = &l "8 fiir alle aeP, (wobei A= (F,e))

Also ist (s;) ein Netz in der Einheitskugel von
(LZ¥(X))* ; nach dem Satz von Banach-Alaoglu gibt es
ein schwach-#-konvergentes Teilnetz, ohne Einschrin-
kung (s,) selbst.

= I A e(37x))" , 50228 N der sehvach-s Crenzwert
von (s;) ist, d.h.

N () = lin fsﬂp fiir alle ¢@e<L7(K) .
Sei nun ¢ €IL”(X), €¢>0 und xe€X beliebig. Dann
rechnet man ohne Probleme nach, daB fiir A > ({xJ,¢)

fsz 2@ = fx_-sz ¢ und danit

§52- X4) "{sl ¢ ‘ S 3
Das bedeutet, daB l%m j(sf¢ X sl-x<b) =0
bzw. JV(X§15) =/V(¢) fiir alle O eL”(Z) und x ¢ K.

Das Funktional 4 ist also translations-invariant, aber
nicht notwendigerweise positiv.

Sei L:(K) 1= {1" € L°(K) : fBO}; fiir Ve L:(K
definiere man M (F) = sup {Re J{/(f) t Ye LK), I ¢ 7’}
Dann ist ' positiv homogen, additiv und links-in-
variant auf L7(X) . Weiterhin ist (' (1) 2 ¢

A(1)258 .

Also ist M= /M (1) , ‘érweitert auf ganz L*(X),
das gesuchte links-invariante Mittel auf L”(I;).

, da



5.2 Starke Mittelbarkeit von Hypergruppen

C

Dieser Begriff bezicht sich auf die lMittelbarkeit der
cugehdrigen IfﬁAlgebren. Dazu definiere man wie in
CBD], §43 bzw. [Jol, §5:

5¢2.1 Definition

Sei A eine Banach-Algebra und X ein Banach-A-Bimodul
im Sinne von [BDZ §9.11 und 9.12. Eine beschrinkte
lineare Abbildung D: A-—X  heiB8t X-Derivation
(von A), falls D(ab) = a-D(b) + D(2)'db Va,b e¢A.
Weiternin sei

2'(4,X) t= {D: A»X : D ist eine Derivation von A}

Fir x eX sei § : A—>X definiert durch

Sx(a) = ax - Xa. BEin solches 6% wird innere Derivation

genannt, und
B (4,%) := {§, : xeX} ; SchlieBlich sei
a7 (a,X) := 27(A,X) / BT(4,X) :

(Diese Bezeichnungsweise rithrt von umfasscnderen koho-
mologischen Betrachtungsweisen her, wie gsie Johnson
in [ Jo] fiir Banach-Algebren anstellt.)

5.2.2 Definition

a) Eine Banach-Algebra A heiBt mittelbar, wenn
H7(A,X°) = O ist fir alle Banach-A-Bimoduln X.
(Zur Modulstruktur von X siehe [BD], Ex 9.13
oder [Jod, 1.)

B) Eine Hypergruppe K heift stark mittelbar, wenn
L7(X) nittelbar ist.

Flir eine lokalkonmpakte topologische Gruppe sind die
schwache und dic starke Mittelbarkeit Hdquivalent.
Hicht so filir Hypergruppen, wo im allgemeinen nur ei-
ne Implikatién gilt, wodurch die Terminologie gerecht-
fertigt wird:



Bewels:

~

gl Al e * ;
Setze A := L(K); dann ist A L°(X), wobei der Iso-

morphismus gegeben ist durch
*(£) = §£ S e o T, LT
Wir leiten nun eine Hilfsidentitdt her:
Sei dazu a,fe L(K), geL7(X)
(axe) () = {(a*g)(x) £(x) ax
§ §ay) ely™exn) £(x) ax oy
§aly) (elx) £(y*x) dx dy
‘Sg(X) ga(y> f(y*x) dy dx
(g(x) faly™) £77*x) A (y7)ay ax
j'g(x)j((a-ﬂ)"*-f)(x) <
g ((ad)” « %)
(g%(a 4)7) (2)

(In der letzten Umformung gehi die Modulsitrukiur von

]

Il

1

i il = 5%

W
t

i 1l I

X ein. )
Also giXts:s (*) (a*g)* = (g*(ad)™)

L -gel 5 eA* definier

fir fe L(X) (d.h. 6 = 1 ). Man sie i

6(f£xg) = 6(£)-6(g), d.h. oist multiplikativ.
| Aus [BD], §43 Prop 4 folgt daher, daZ es cin Tep

gibt mit F(¢) = 1 wund F(g* a) = 6(a) F(g*)
ach, gtedr .

Bl(g*(8:4) )")
§((84)7)M(sg)
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und 5(847) = [87(x) 47 (x) ax
fB‘(x) X

SE(X) dx

1l

1 ,

i

was die Links-Invarianz von M beweist.
Wie im Beweis von Satz 5.1.8 (Teil "(iii)=(i )") ge-

k3 : - . w—
winnt man daraus ein links-invariantes MHittel auf L (X) .0O

5.2.4 Bemerkung

Die umgekehrte Implikation, ndmlich "K schwach mittel-
bar = L'(X) mittelbar" gilt nicht allgemein, wie men
am Beispiel K = (IR’, SO(3)) sehen kann: Als kommu-
tative Hypergruppe ist K zwar schwach mittelbar, aber
If(K) ist nach [St], IV. 1 nicht mittelbar., Weitere
Beispiele hierzu folgen in 5.4.

Es gilt die folgende interessante

5.2.5 Proposition

Sei K eine stark mittelbare Hypergruppe und  « éﬂ%(K).

Dann hat die Algebra {f e L/(X) : ff(x) «(x) dx = O}
beschrinkte approximierende Links- und Rechtseinsen.

Beweis: Siehe [St], II Xorollar 7 und beachte, dal
die Abbildung fk—+5§(x) «(x) dx ein Algebra-Homo-
morphismus ist. I

Es ergibt sich insgesamt das folgende Schema von Impli-
kationen:
T
] __4(”) L ttelb e {fé Lf(l{) : Sf(X)‘x(:’:)dX‘—'O}
L (X) mittelbar .
‘ -

hat appr. Einsen V«e%ﬁ

X A
i} \ﬂ K kommutativ 1} lL
Z W
{fet’(x) : (£(x) ax = O}

K schwach mittelbarx —
hat appr. Einsen
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Erliuterung:

a) Alle " " kinnen im Fall einer Gruppe durch " ="
ersetzt werden Ifir Hypergruppen liefert K = ( R’, s0(3))
jewells ein GCegenbeispiel.

o 2 - oo
b) Die Implikation "&=" 1ist fiir Gruppen richtig, fir
Hypergruppen eine Vermutung.

5.3 Approximierende Diagonalen

Flir eine Banach-Algebra A seli das projektive Tensorpro-
dukt A C% A (siehe [BD1, § 42.,11) als Banach-A-Bimodul
definiert durch die Operationen

(2®b) - ¢ = a@bec, c{a®b) = ca®b fiir a,b,c €A.
Dieser Modul ist also im allgemenen nicht kommutativ, selbst

wenn A komrmmutativ ist. Wir bendtigen die folgende

5.5.L Definition

Ein beschriinktes etz (m.) in A é% A heiBt approxi-
mierende Diagonale fiir A, wenn

(i) lim (mea - am) =0 Va € A

G T e e & = Va ¢ A ;

wobei m: A e, A—>A durch (a®b) = ab definiert ist.
&8 gllt der wichtige
5.3

DI gl otz

Eine Banach-Algebra ist mittelbar genau dann wenn sic

eine approximiercnde Diagonale besitzt.

Beweis: [BD], § 43.8 und 43.9. [J

Wir werden uns von nun an ausschliefBlich mit dem Fall
-1/ - o . - - TTS =

A= IL(X) fir cine iypergruppe K Dbvefassen. Hierfir

£ilt die



Seds2 LProboglvion
g 1) +r 1/- - ,
Sei feld= L(X), YPeL'(KExK); x,7 €k
a) A C% A =1N(X XK (isometrisch isomorph)

Il

f£(xx2) ¥(z7,7) dz
(£(2) f(z"42, y) az

(£-2)(x,7) = §f(x,y*2) £(z7) dz
c) m({)(x) = ff(x*-z, z") dz

b) (£ T\ Z,¥)

Beweis:
a) Siehe [3D], § 42.14
b), c) Han kann annehmen, daB  f(x,y) = fl(x} fé(y)

mit f;, ¥, €¢L'(X), da Funktionen dieser Art
L7(K>< X) au;spa.nncn. Also ist = ‘fl ® (FZ

(vgl [BD], § 42.14). Damit ergeben sich die Aussa-
gen in a) und b) direkt aus der Definition der Mo~
dulstruktur bzw. von 7. [J

Die folgende Proposition soll cin Gefiihl dafiir geben, wic
man approximicrende Diagonalen filir abelsche Gruppen kon-
struieren kann., Die Aussage kinnte auf cine griéBere Xlasse
von Gruppen ausgedehnt werden, was aber etwas mehr tech-
niscien Aufwand bel der Bewelsflihrung erfordern wiirde.

Wie im Bewels von 5.1.8 definiere man dagu die geordnete
Menge /L , wobei lediglich die endlichen Mengen F durch
kompakte ersetzt werden, sowie ein zugehiriges lletz

<SZ )J.s/t. £ 2(6)

5.3.4 Proposition

Seli G eine lokalkompakte abelsche Gruppe, (s,) < P(G)
wie oben gewdhlt und (y&)sEP(G) approximierende Ein-
sen fiir L'(X). Dann ist f(z,y) = %y x) s, (x)

eine approximierende Diagonale in TAGE)

Beweis:

(i) Sei a eL'(G) und € >0 vorgegeben; dann gibt es
ein C €K, C kompakt, so daB Scc lal< ¥2
wihle 4 so, daB ls, - sl 1< f/(zlfalll) YzecC
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-2t
(S(SM(yz %) -8, (x) alz™) -
- a{z) ¥, (:/'z-l %) sl(z_l:c) dz ' dxz dy
= §(]S%xy 2) (5:(x) - 8,(zx) Jalz)az[axay
« S5 tara)ls ) - 5yl etz ez 4
. SC ‘%(XTJ z)lsl(:/:)
§§ y%Y) dylsl(x)
§ 9 K djlo;bc) - 5, (@) la(z™) ax az

I

S (X)l la(Z_l)ldz dx dy
g~ A

_éjc sl(f:c)l la(z-l)ld:c dz
e
£ S 1- &/{(21al l)]a(z Hlaz+ SCC 12la(z™t)| dz
64

< 5/2 + f/Z = £
(11) (rf)(x) = 5301(:” 1) az

= j#;(z_lxz) s, (x3z) dz

und dies war als approximierende Eins gewinlt.J

Belispic

Ul

5.3,

bz

iy = (IR,+) kann man Y = %'X[_l/n,l/n] el

= — Jo.nler 1 die teils i harali—
P T2 M ey len, wobei die X jeweils die charal

teristischen Funktionen sind wnd s, ?n die Rollen aus

4.%3.4 iilbernehmen., Man kenn dann leicht nachveollziehen,
daB der Graph von %n wie ein Balken auf der Geraden
X+y=0 im ]Rz liegt; wobel dieser Balken immer lin-
ger und schmiler wird, bis Lf)n im Grenzfall nur noch
fiir alle (x,y) mit x+y= 0 von Null verschiedene Werte

apnimmt. Dies suggeriert geradezu den Ausdruck "appro-
YA

R 5
%

>

xinierende Diagonale".
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5.3.6 DBeispiel

a) Die Hypergruppe K = (IR, (id,-id)) "entsteht" aus IR
durch Identifikation von x und -x. Dem Beispiel
5.3.5 folgend wiire es daher naheliegend, sunehmen
da8 sich eine approximie-
rende Diagonalef als immer
liénger und dinner werden-—
der Balken auf der Halbge-
raden x=y =20 vorstellen
148%, wie durch die schraf-

fierte Fliche angedeutet.

Dies entspriche auch dem 7k
Konstruktionsmuster von 4.%.4.

Eine Analyse von rfn zeigt jedoch, daB sich (Uf;)(x)
ergibt durch Integration entlang der gestrichelten Li-
nie. Diese fiihrt iiber schraffiertes Gebiet, so dal
(n’fn)(x)fv 1/n fir 1/n<x<n. (rf,) ist demit keine
approximierende Eins, das heift diese naive Konstruk-
tion versagt.

b) Man kann dennoch eine approximierende Diagonale Ifir
K= (IR, (id,-id)) finden, indem man niimlich die Be-
reiche auBerhalb des Balkens mit "schwach negativen"
Werten besetzt. Dies wird in Bl explizit durchgefiihrt.

Wesentlich schwieriger scheint es zu sein, mglichst all-
geneine Vorschriften zur Konstruktion approximierender Dia-
gonalen flir Hypergruppen anzugeben., Untersuchen wir den
Fall einer endlichen Hypergruppe:K:

Wahlt man ﬁgx,y) von der Form Y(y*x) so ist die Be-
dingung (i) aus 5.3.1 aubtomatisch erfiillt:

£, - 42 = (2(z) Wz xx,y) - £(z7) A=,7%3) dz

= (£(2) (fulz™% 2,7) = Alx,y%27))dz
(£(z) (Vulyez *x) - Klyxz *x)) dz
0

fir belicbige £ €1'(K), (HNatiirlich kann man in der Rech~-
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nung 5 durch ZZ: und dz durch h(z) ersetzen.) Bei
der zwelten Unformung wurde die Unimodularitiit einer dig-
kreten Hypergruppe benutzt (siehelJ], 7.14). Mun zur De-

dingung (ii). Das Einselement in L (¥) ist gegeben durch
P I T o . - - : . "
6é(x) ‘"'{O e , wobei e das neutrale Element von

K ist. Also nuB gelten:

(rf)(x) = 5 f(z,27*x) dz = SK(Z-*X*M dz = 36 gg;sic{:e

Eine Approxzimation erweiweist sich als iberfliissig; wir
konnen f; durch f und Y, durch ¥ ersetzen. Sei nun
K = {xi, oo Xh} und setze “f(xi) =:a;; dann beschreibt

die obige Identitit ein System von n Gleichungen fiir die
n Unbekannten a1, «.s & . Falls c(i,jsk) die Struktur-
koeffizienten der Hypergruppe sind, d.h.

n _
Py * Py, =2 o(L,55K) pgy.
J fe=il
dann lautet dieses Gleichungssystem explizit:

cl,l aq + 01’2 8p F ees + cl,n a, = i

02’1 81 4 02’2 8.2 + ooe + C2,n an = O

L N

Lcn,l a; + Cn,2 8o + see + Cn,n a, = 0

ey Gl e 3 [y —-——-—]-——_—_.___
mit oy o 3= 1’;‘ J; c(i7,k39) e(3,1m) Ti5 17,1y -
?

(Hierbel sei vereinbari: X = eund X; = X~ )

Man erhiilt dieses (leichungssystem durch einfaches (aber
mithsames) Binsetzen.

BEs gilt also die

5.3.7 ZProposition

Seli K = {XI? - n} eine endliche Hypergruppe; dann

oz 5 9 P e 1
erhilt man eine approximierende Diagonale fiir L (X),
wenn man das obige lineare Gleichungssystem lost. -



5.3.8 DBeispiel

Im allgemeinen ist diesc lethode (zumindest vom Rechen-
unfang her) sehr aufwendig. Daher sei sie hier nur fir
die zwelelementige Hypergruppe &K = {e, a}, deren Strul-
tur durch p_* D, = Bp, + (1-8) D, 0<B41l vollstin-
dig gegeben ist (vgl. [J], 9.1B), demonstriert:

Sei by :=w(e), b, := ¥(a)
> Y(axa) = B:by + (l-B)-b2

]

und Y (axaxa) 8b, + (l-B)(Biﬁ_+—(l-B)b2)

(B + (1—8)2)-b2 + B(1-8) by

S‘LP('Z;* exz)dz = by

= L =
=2by + (5= 1) b, = 1

+ (Bby + (1-8)by) T

(Y(zm*axz)dz= by + ((B+ (1-8)%b, + B(1-8)by) 5

]
o

= (1-8) by + (2+3(1-8)%) b,

Die Losung dieser letzten beiden Gleichungen ist

b Lw8 . L __(1-8)8 ,
L7 (148)2 2 (1 +8)°

5.4 Starke Mittelbarkeit und Spezielle Funktionen

Wir wollen zum Abschlull untersuchen, welche der in 2.2
und 2.3 eingefiihrten Hypergrupven stark mittelbar sind.
(Schwach mittelbar sind sie alle, da sie kormutativ sind.)
Das Resultat bleibt zwar unvollstindig, beinhaltet aber
dennoch neue Erkenntnisse.

Entgegen der bigher gepflogenen Reihenfolge wenden wir uns
nun zunichst den von den Bessel-Funktionen induzierten
Hypergruppen zu (vgl. 2.3). HHierzu gibt es ein Resultat
von Stegmeir ([St], IV.), da besagt, daB die Iypergruppe
(IRB, S0(3)), —das entspricht in 2.3 dem Fall v= 1/2-,
nicht stark mittelbar ist. Dieses Resultat 1liéB% sich ver-

allgeneinern:



(T (s

5.4.1 Lenmag

Wenn X, nicht stark mittelbar ist und wu=2v, dann ist
auch X, nicht stark mittelbar.

Beweis: K, ist nicht stark mittelbar.

Also gibt es einen Banach- .Tf(KV) -Bimodul X und eine
Derivation D: L'(K)—>X* , die nicht eine innere
Derivation ist.

Da nach [52], 3.1 die Inklusion L(K,) <>L(K,) stetig
ist, sind X und damit X auch I (X.)-Bimoduln. Man
iiberzeugt sich leicht, daB somit DIL"(K,‘) eine L(K.)-
Derivation ist. Wire es cine immere L (K,)-Derivation,

so widre auch D eine innere L (Ky-Derivation, da L(K,)
dicht liegt in L (K,). Letzteres ist aber nach Voraus-
setzung nicht der Fall; also ist nach Definition K.
nicht stark mittelbar. [J

Damit ist gezeigt, daB8 K, flir V21/2 nicht stark mit-
telbar ist. Dieser Bereich kann noch etwas erwveitert wer-
den: ’

5.4.2 Satz

Die Hypergruppe Ko ist nicht stark mittelbar.

Beweis: Wir nehmen an, Ko seli stark mittelbar; da-
raus 1ld8% sich einiges folgern:

(1) Zunichst sagt 5.2.5 aus, daB I«(E) :={fe¢L (K :
)= O} beschrinkte approximierende Einsen hat
fiir alle «e¢K . Wir erinnern daran, da8 L'(K,) S

(R, 50(2)) und Iu(K) & I.(R2, 50(2)):=
{re (B2, so(2) : (§) =0 Vyelod , wobei

/\ A
[«] 2= {,Yeng j 8 dB:oc}. («€K wird
so(2)
hier in natiirlicher Weise als radiaie Funktion auf

R? betrachtet.) Also besitzt I( IRZ, 50(2))
approximierende Einsen, sagen wir (%) (die von
« abhingen), fiir alle « € K, .

IR

1

() Sei I := (I (T, 50(2)) » LN, wobei
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- . 1,2 . . .
# die Faltung in L' (R°) Dbezeichnet. Dann ist I ein
. . 5 1, 2 . .
abgeschlossenes Ideal in L (IR) nit approximieren-
den Binsen (%). Veiterhin {iberzeugt man sich leicht

davon, daB das Xospektrum von I die llenge [«] ist.

(iii) Ideale dieser Art wezden in [R2], §17, Theorenm 2
behandelt. Debei stellt sich heraus ([R2], 5 102),

) ~
von der Form i J Rﬁ En

H—

dafl das Xospektrunm von

A

ist. Hierbei sind die E, Zlemente der 3Boolschen
L4

M gebra, die von den (relativ) offencn Untergrup-

pen der abgeschlossenen Untergruppen von IR er-

- . Geometrisch bedeutet dies,

zeugt wird, und Rn € ]/1\1
dall das Kospekirum eine gﬁdliche Vereinigeung von
Geraden und Punlcten des IR® (= ]Rz) ist. Anderer-
selts ist diese Kospektrum aber gleich [«], und
dies ist flir «# O ein nicht-trivialer Kreis um den
Ursprung; ein Widerspruch! [

B4 5. L RoredlEr

a) Fir V20 ist die Hypergruppe K, nicht stark mittelbar.
b) K, 1ist stark mittelbar. (Vgl. 2.3.6.)

Beweis: a) folgt aus 5.4.1 und 5.4.2.
b) Siehe 5.3.6. )

. ", o (, )
Zuletzt wenden wir uns nochmals den IHypergruppen m@'ﬂ

zu (vgl. 2.2.1), Hier gilt die folgende

5.4.4 Proposition

a) Fir «>1/2 ist &""nichnt stark mittelbar.
(-4, -1 0 3
b) K77 ist stari mittelbar.

Bewels:
a) Falls «=1/2 ist, sind die Fouriertransformierten
von IL'(x™?¥) differenzierbar, und die Ableitungen beschrei-
ben stetige Funlktionale. Dzher ist dic Illethode von
Stegneir ([St], IV.l) anwendbar, die zeigt, daB

-1 (2, A/ . . g
L'(2*?%) nicht mittclbar ist.
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; (-4 %) . ) :
b) Da R, (cosx) = cosnx 1ist, gilt
() p\TTar T { it A (=% %)
R ‘R = 2 + R
pal m /2 +n mrm()‘

. P “Shr %) . =05
Man sieht daraus, da8 X7 = (7, (1d,-id)). In B2
wird fiir diese liypergruppe eine approximierende Dia-

gonale gebaut.



