4. Spelztralsynthese

4,1 Allgemcines

5

Sl Il alsTs Problem in der harmonischen Analyse ist das

sches

der Spckiralsynthese: Vorgegeben ist ein -in aller Regel
lokalkompakter—- topologischer Raum X und ecine Banach-Al-
gebra B von komplexwertigen TFunictionen auf X nit punktuei-
ser Multiplikation als Algebra-Operation. Man will nun zu
ciner abgeschlosscnen Teilmenge A von X alle abgeschlos-
gsenen Ideale I in B charakterisieren, die gerade A als Ko-
spektrun haben; dabei heifBt to (i) wi= {X €X: f(x)=0 V¥fe I}
das Xospektrum von I. Gibt es zu eincr abgeschlossenen lienge
A genau ein solches Ideal, dann heiBt A Spekiralmenge.

Bs gilt der folgende niitzliche

4,l.1 Satz

. o i o - ) R
Sei K eine Hypergruppe und K sei der Strukiurrawn von
- A L 2 e ’
A(X), der Henge der Fourier-Transformierten. Ferner sci

~
A eine abgeschlossene Teilmenge von X. Dann ist

h(A) := {f e A(R) : flAss O} das gréBie und
. = o My T EX
S(4) = (,&_2_1/ {fGA(A)nCOO(K).;lU=O}

U offen

A
das kleinste abgeschlossene Ideal in A(X) =it Lospel-
run A,

Deweis:
Die eincige nicht-triviale Aussage ist, da8 j(4) das
kleinste colche Ideal ist. Sei dazu I irgend ein obge-
sciilossenes Ideal nit Zospektrum A und f‘eA(ﬁ)n C (i)

0
und flU =0 fiir ein offenes U 2A.

. "'l i i C ﬁ A 3, °2
Dann ist £7-(0 int v(co(I) = K und £ gehort laut
g
L ~
[HR], 39.22 lokal auf gonz X v {e} zu I. Hit [HERI, 39.21
ist danit f eI, Da I abgeschlossen ist, gilt somit

j(A) =T . ]
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4,1,2 Benerluneg
Z

. : & : : - -

In Gegensatz zum Gruppenfall ist K nicht immer der Struk-
A

turraunm von A(X). (Siehe dazu [J], 6.3F und 7.3)

ct

In [CR], 3.8 findet man die folgende interessante

A50%N 2* " Rronesiiiion

Sei K eine starke Hypergruppe; darn sind Punkte im Zen-
N b - . L

trum von K Spektralmengen, wobel das Zentrum die lenge

aller Punkte x 8% ist, fiir die

P *Py== Dy -

In den beiden folgenden Kapiteln wird auf den in 3.2 und
%.3 eingefiihrten Banach-~Algebren A(f (mit X = X, Dbzw.
Eo=sgle8 ) Spektralsynthese betrieben. Dabei konnen fir ein-
punktige llengen sowie fiir abgeschlossecne Intervalle jewells
alle abgeschlossenen Ideale in A(R) angegeben werden, die
diese algs Xospektrun haben. Partielle Resultate dazu liegen
in [ci], [S2] und [V]vor, die jedoch hier wesentlich er-
weitert werden. Kapitel 4.3 beinhaltet insbesondere die Er-
gebnisse von Schwartz ([Sel) und Herz ([H]) zur Spektralsyn-
these auf der S3 bzw. 32 als Spezialfall.

Anzumerken wire noch, daB die lMethoden in 4.2 und 4.7 an-
nihernd identisch sind, obwohl zwel anscheinend viollig ver-
gschiedene Hypergruppen zugrunde liegen.

4.2 Jacobi-Polvnone

Cazzaniga und lMeaney haben in ihrer gemeinsamen Arbeit [CIi]
die Algebra A(X™® ) (Ihre Bezeichnung hicrfir ist AJ(«,73,0).)
von absolut konvergenten Reihen von Jacobi-Polynomen ein-
gehend untersuciht. Sie fanden dabei insbesondere heraus,
daB innere Punkte von [ -1,11 keine Spektralmengen sind,
falls x21/2 ist, Fir « = =1/2 kann man relativ leicht
einsehen, daB innere Punkte Spektralmengen sind. Fir die
verbleibende Liicite, =1/2 <& <1/2 <wird in diesem Kapitel
3.2 eine Antwort gegeben. Um es vorweg zu nehnmen: Inncre

kte sind in diesem Fall Speltralmengen. Dariiber hinaus
werden fir beliebige «=2-1/2 alle Ideale nit einpunkti-
gem Kospektrum charakterisiert.
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Dazu wird zuniichst hergeleitet, wie auf A(ﬁ“'m) (Def. wie
in 2.2.,1) die stetigen Funktionale mit einpunktigem Iriger
beschrieben werden konnen (nidmlich durch Ableitungen). So-
dann wird gezeigt, daB sich die abgeschlossenen Ideale von
A(R®® ), deren Kospektrunm Intervalle oder Punkte sind, mit-
tels solcher Ideale beschreiben lassen.

Wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, dann bezeichnen in
diesern Kapitel o« und B8 reelle Zahlen mit e 282-1/2 und
I sei stets ein abgeschlossenes Ideal von AJ(e,B).

Dazu die folgende 5

4.,2,1 Definition

In Anlehnung an [CM] definiere man

a) AJ(%,B) := {f - z a, R;"” 3 £l = «”}
o]

n=

-Cnd

Jobel £l L a ;
wobei | ‘(a, 8) nEﬁo o | ;

b) 8§ := {f‘i [-1,1]—>¢€ : JF ¢ €(R) mit T, ;4 f} ;
-2
die Topologie auf S ist gegeben durch die folgende Uzm-
gebungsbasis der O:
U, := {fss: ’f(i)(x)[ «1/n flur i=0, 1, ...n;
- Tl ol

4.2.2 Bemerkung
Mit den Bezeichnungen von Kapitel 2.2 ist AJ(x,B) = A(}E‘"’ﬂ})
und ”f”‘w’#} = ”f"A(ﬁ(“rﬂ/) .

(nit den Bezeichnungen in [CMJ ist AJ(«,8) = AJ(x,3,0).)

4.2.,5 Satz

Die Inklusion i: Se—sAJ(x,B) ist stetig.

Beweis:

(i) Mach [ CM3J, 2.8 ist S<sAJ(x%,B). (Bs sei jedoch benerkt
dafl die in [ CH ] gegebene Definition von S etwas umfassender
ist als die hier verwendete.) Also ist i ecine wonldefinierte
Inklusion.

Hun zum Beweis der Stetigkeit:




S Cw=

o)

(ii) Sei F zuniichst einc beliebige Funktion aus S und

H
Py
S
~—
i

=i = i {-%4. - %) b < <
FlcosH = 2:0 GaE (cos# fir 0¢ ¥ £2r¢.

Dann ist nach [Ci1, 8 394 unten

(%) IIFII("W < C'Z_ lanl (n+:l.)°("'l R
N=0

wobei C cine Konstante ist, die nur von &« und B, nicht
aber von F oder den a, abhéingen kann.

Da R (cos# = cosms(Vel. [ Sz1, 4.1), ist

£(#) = § ay cos ns und daher
n=o

T
2| él-f_g f(#) cosnd &f| .

Letzteres 1i8t sich durch wiederholte partielle Integration
unformen, und man erhiilt schliefSlich die Ungleichung

=% 1
(%) |ay| =20 -su.P{lﬂ”(%)l: #¢[0,2r]}
fiir ein beliebiges k e]ﬁo tade @ #.02

Andererseits kann man durch wiederholtes Ableiten von

f = Focos nach der Xettenregel herausfinden, dall fiir be-
liebige kelLTo und 6 >0 eine Nullumgebung U(k,§) in
S existiert, so daB die folgende Implikation gilt:

TelU(k,#) = lf(i)('[})|<5 fir i =0, 1, ...k
wd £ e [0, 271

(iii) Sei nun £ beliebig und «,8 wie im Satz.
P e u([«+ 4], -2%.2"(“+l>) ;
dann gilt nach ()3 lanl £ (5-2-(“+l)) / (C-nw+3) firn=1l
wnd la | e (e/c) 27(+D)
Dies in (%) eingesetzt ergidbt schlieBlich, daB
“qum<55'

Damit ist gezeigt, daB die Abbildung i bei O stetig is
der Linearitiit folgt die globale Stetigkeit.

cf

=]
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4,2.4 Torollar

: . S * . . . y .
Ein Funktional ¢ ¢AJ(x,B) ist eindeutig bestimmt durch
seine Einschrinkung auf S. Diese ist secinerseits ein Funk-

tional auf S .

Beweis:
Der zweite Teil der Aussage ist eine unmittelbare Fol-
Terung vow 4.2a5.
Alle endlichen Linearkombinationen der R;ﬂ} liegen of-
fensichtlich in S, und daher liegt S dicht in AJ(«,B);

dies beweist den ersten Teil der Aussage. [

Das Ziel dieser Untersuchungen ist, die abgeschlosscnen
Ideale in AJ(e,8) mit vorgegebencm XKospektrum zu klassi-
fizieren, Hierbei bringt uns die folgende Aussage ein Stilick
weiter:

4,2.,5 Lemma

Sei I € AJ(«,B) ein abgeschlossenes Ideal und @e AJ(«,B8)*
it ®(f) =0 V¥ £feI., Dann ist spté cco(l) .

Bewels:
Folgende Implikation ist zu zeigen: xé¢co(Il) = x éspt ¢ .

Sei also x éco(I); da co(I) abgeschlossen ist, gibt

es eine Unmgebung U von x, die disjunkt ist zu einer Unm-
gebung von co(I). Sel nun fé AJ(«,3) mit sptf sU .

Da der Strukturraum von AJ(«,B) gleich den Intervall
[-1,1] ist (siehe [IU], Theorem 1), ist Satz 4.1.1 an-
wendbar, und es gilt: fe j{co(I)) & I; also ist ¢(f)=0.
Daraus folgt, daB =x¢ spt ¢. B

Da uns vor allem die Ideale mit einpunktigem Kospektrum in-
teressieren, wollen wir die Funktionale mit einpunktigen
oder leerem Triger weiter untersuchen:

4,2.,6 EKorollar

Sei ¢ €AT(%,8)" mit spt o £{x}, =xe[ -1,1].
k .
S i s i
Dann ist ¢|S = ;;O e, SX fir ein kel , c;eC

!

wobel Sl(f) t= f<l>(x) fiir fe$S
x



=28 =

(Fiir x = X1 nehme man die einseitigen Ableitungen.)

Bewels: Zuniichst kann man lceicht einschen, dafB
spt ﬂs = spt ¢ . Der Rest folgt dann mit [Rul, 6.24 und
6.25. )

Im Polgenden soll untersucht werden, welche Ableitungen auf
AJ(x,B) stetige Funktionale beschreiben. Dazu bedient man
sich einer Reihe von Identitéiten und asymptotischen Ent-
wicklungen, die in Szegts Buch [Sz] zu finden sind; Sie seien
hier der Ubersicht halber zusammengestellt:

4.2.7 Formeln

Die Einschrinkung "o 28" ist in den Aussagen (1) bis (5)
iberfliissig, soll aber danach wieder gelten.

(1) BEY qz) = (-1 B (ex) ([sz], (4.1.3))
(2) BS” (<1) = (-1" (%) ([521, (4.1.4))

n+u+B+l)P@;lBHJLJ

([Sz]y (4-21.7))
s, /3) n+qg . q 5 = ma > L
(4) 1f3zlP (x H ( n) n falls q: ﬁdddﬂ”,-ﬁ
(Csz1, (7.32.2))
6= . 0(n"7%) falls cn~lef= /2
n-1

(3) £ {20” (=)} =

P

(5) PI‘:"” (cos §) =
o(n=) falls O 4 @ =<c

und diese Abschitzungen sind bestmdglich.

([sz], (7.32.5))

Mit diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die Iunk-
tionale auf AJ(«,B) mit einpunktigem oder leeren Triger
zu klassifizieren:

4.2.8 Satz

Die Funktionale § € AJ(x,8)* mit spt ¢
sind genau die Folgenden:

¢ = chg mit c;eC

1=0

xt €0-1,1]




| [a~ 8] falls x = -1
und i = k(zo) 2= <4 [o+1/2] falls -1 o
0 falls X, = ds

Beweis:
(i) MAllgemeine Betrachtungen:
s 4.2.7 (2), (3) und (5) erhdlt man zunichst eine

asymptotische Abschitzung fiir 81 pi#

. , aus der nan

mittels (4) die folgende Formel geWLnnt:

: U(ﬂ""{u_' ) \|w] falls XO = =1

l —
gz jo) _ OK‘A (x+1/2) ) falls -1 <x <1
%o o(n™) falss x, =1

Da diese Abschiitzungen bestmiglich sind, ist

s (B . .. .
(gxo R} )n genau dann beschrinkt, wenn i £ k = k(xo).

k .

o . o o o

(ii) Sei ¢== § cy Sx ; dann folglt aus der Beschrinki-
‘._ - o

heit von (S R“¥ ), daB @ ein stetiges Funk-

n
onal auf AJ(x B) Tbeschreibt; insbesondere folgt
raus auch, daf alle vorkormenden Ablecitungen auf
(e, B) xistieren.

ist Xlar, da8._ spt(9) ¢ ixo}.

(i) Sei nun ¢ € AJ(x,B8)" nit sntcﬁ E{Xo;'

z ot
% E: b E

Dann ist nach 4.2.6 ¢|S 81 fiir ein k'e IT_
und Cié-C.

Angenormen, es sei k' > k %, und Cir #* 0. Dann
ist (gk R ) nicht beschrinkt, und es ist cine
Standa*d—Au;gabe aus der Analysis, eine absoclut kon-

vergentec Folge (an)n < € zu konstruicren, so daB

1ot

L o,f) . 1 ¥ Sk
E a, 8 Rhfyulverglert; man kann dariiber hinaus so-
n=o . - @ -

= 1 19
3, fordern v a
gar noch y dal ;iolﬂn gxo Rn

ist fix



Mus diegen Uberlegungen 1liB% sich schlli cfen , ~da8

I
2ol X o, /) . .
T 3= E &, R} # zu einem fe AJ(«,B8) konvergiert,
L 1 PO Y
=0

¢(fy) aber divergiert, d.n. ¢ ¢AT(x,B)".

o

Also war die Annchme falsch, und ¢ ist von der Form

L]

un steht nichts mehr inm Wege um endlich die abgeschlossenen
K

wie im Satz angegeben.

Idcale mit einpunktigenm Xospektrum klassifizieren zu konnent

£ a2 39 ST

Die abgeschlossenen Ideale in AJ(«,B) mnit Xospekirunm
{ko} c[-1,1] sind genau die Folgenden:

£ (x )ere = 200 (x ) = O} ’

I, 1= {feaT(x,8): £(x )

3 0
e=f] falls X, = ]
wobei Osj<«k und Lk = k Xo)= (x+1/2] falls -1 <x <1
0 falls X, = 1
Veiterhi BEY i 2
Weiterhin gilts IO 2 Iy .. =L .

Bewelss
(1) Da alle vorkommenden Ableitungen in AJ(x,3) definiert
sind und dort stetige Funktionale beschreiben, sind die

Ij abgesenlossene Teilriume von AJ(«,8). Dad sie Idea-

le sind, erkennt man, wenn man die Produktregel flir hi-
1theit der Inklusionen

(o]
AT (>, 8).

4o

d
here Ableitungen anwendet. Die Eci
folgt aus der Tatsache, daB 8. ¢

(1) Es bleibt zu bleibt zu zeigen, dal es in AJ(«,4) keine
weiteren abgescnlossenen Ideale mit Xospektrunm {xo}
als die angegebenen gibt.

Sei also I ein abgeschlossenes Ideal mit Xospelrtrum

fr ] wnd  A(D) :={0eaT(«,8)": ¢(£)=0 VfeI} ;
denn ist I = {feal(x8) : ¢(£)=0 voea(l)].
Sei nun @eA(I) \{0}; nach 4.2.5 und 4.2.8 ist dann
ol y %
zz: o flirein ool £kn uwndp-en £.0..
Al 1
Sil=© 0]

Td
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und g €AJ(«,8). Wihle nun ein gy €S so, daB
He i
gH(Xo) = .v. gy l)(xo) = 0 und gé )(XO) 2 0l

Aus ¢(ng) = 0 folgt dann aber, daB f(xo) =
ist flir alle f eI.

Intsprechend sieht man,, dﬁB g il il &1 €S nit

T o
&y-1(%,) = ... gI(TI12>( )=0 , 1(1“11)(%) * 0 cus

den Gleichungen ¢(fgﬁ-l) = 0 und f(xo) = 0 folgt,

daf f'(“ ) = 0 ist fiir alle feI. WVenn man diesen
Weg welte“ verfolgt, findet man schlieBlich hera aus,

daB f£(x ) = *"(x P f(”)(xo) = 0 ist fur alle
fel,

Insgesant haben wir somit gezeigts-
i & - i s
—o ¢y 6;0 eTA(I), ¢y * 0 = SXO e A(I) fiir 0<ic<H.

Falls nun j der groBte Grad aller Ableitungen ist,
die in den Linearkombinationen von A(I) auftauchen,

; _ J : e
dann sind 6;0, — g;o € A(I), und diese Funkiionale
spannen A(I) auf; daher ist
_ _ . _ (3) ¢ 3y _
I=1,= {2 € AT (=,8) : £(xy) = oo £90(x) = 0}

Aus den Herleitungen ist klar, das Jek ist. [

4,2.10 XKorollar

a) {XO} < (-1,1) ist genau dann Spektralmenge Tfiir
AJ(x,8) wenn «<1/2,

D) f;l} ist genau dann Spektralmenge, wenn B < «+ 1 .

¢c) {1} 1ist immer Spektalmenge.

4.2.11 Bemerkung

Fir starke Hypergruppen K gilt nach 4.1.3 , da8

uﬁﬁﬁ e X eine -Spektralmenge ist, falls X, im Zentrum
von R liegt. Das neutrale Element, in unserem Fall al-
so die Eins, licgt immer im Zentrum. Fiir ultrasphiirische
Polynome, also falls «= B ist, liegh auch -1ef inm

Zentrum von X (siehe [L3], 4(a)) und bildet daher eine




.
Spektralmenge. Dies wird durch unsere  Aussagen in 4,2.10
bestitigt.

Wir wenden uns nun der Untersuchung von Idealen mit abge-
schlossenen Intervallen als Kospektrum zu:

42l 2 s Tigmmn)

Sei A&[-1,1] eine abgeschloscene lMenge,und es existiere
. 56 . e ] .
ein ¢ eAT(«x,8) mit <P|j(A) = 0 und (p,h(A) % O, Dann
2ibt es auch ein @ eAT(x,8)" mit 4’,11(1;) = Oly(a) o TUT

das zusitzlich gilt: spt® £ b(A).

Beweils:

Sei k(A) := {f €AT(x,B) : spt(f) € A};  dann ist
k(A)nh(A) = {0}. Definiere nun &, € (k(A) @ h(a))™
wie folgt: ¢l(f+g) = P(g) Fiir Eek(A), geh(A) und
setze () gemiB dem Satz von Hahn-Banach zu einem Funk-
tional aEAJ(w,B)* fort.

Man iberpriift leicht, daB glh(A) — ¢|h(A) und dasB

sptd a1 =S 2, al 1 i - = . 5
pt ¢ nt(A) = g. Da aber auch gilt $‘J (4) 4!’3 () o,
ist nach 4.2.5 spt¢ €A. Also ist spt ¢ €b(A). [

4.2.13 Satz
Sei Aé[-l,l] ein abgeschlossenes Intervall mit nicat-

leeren Inneren; dann ist h(4) = j(A); das heiBt, A ist
eine Spektralmenge.

Beweis:

Angenommen, h(A)2j(A). Dann gibt es ein ¢ eAT(x,B3)%
mish ¢,h(A) = 0 und (plj(A) = 0; von ® kann man nach
4,2.12 auch noch annehmen, daB spt¢ £b(A) = {a, b},
wobei a und b die Endpunkte von A seien. Daraus folgt
mit einer harmlosen Verallgemeinerung von 4.2.6, daB

1= -
By

e . :
¢= Z ey 82 + Z' dj 6% ait ko= [x+ 1/2]. (Ohne

J=0
Einschrinkung sci {a, b} 7 {-—l, 1} = g . insonsten ist
b(A) einelementig oder leexr.)

Nun gilt aber fiir jedes eh(s), daB F = f1
) A

= (&)

5 kY

= ar g = i Widers hl
s = 0 und damit Ih(A) 0, ein Widerspruch
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Folglich ist h(A) = j(A) und A eine Spektralmenge.
(Vgl. 4.1.1) [J

4,2,14 Benmerkung

L)

Mit Hilfe von 4.2,10 und 4.2.13 kann man fiir eine grofe
Klasse von abgeschlossenen liengen in [ -1, 1] angeben, ob
sie Spektralmengen sind oder nicht.

4.2,15 DBemerkung

Da P;'”(x) Ay Pr‘f*""’(..x) ist (siehe 4.2.7 (1)), be=-
halten allec Aussagen in 4.2 ihre Gliltigkeit auch fiir
B2« , wenn man die Rollen von « und B , sowie von

-1 und 1 vertauschs.

4.3 Bessel-Funktionen

-

Dieses Kapitel Imiipft an 2.3 und 3.3 an. Dementsprechend
seien hier B_ = Bg , £ =X,, dn(x) = dm,(x) definiert. (Der
Index V >-1/2 wird fallveise ignoriert oder aitgeschleift,
je nach Notwendigkeit.)

Wir erinnern uns daran, daB flir halbganzzahlige Vv , also

v= (n=-2)/2, n e Wund n=22 die Hypergrupve K, = ( R%,S0(n))
und |'(K,) isomorph zu den radialen, integrierbaren Funk-
tionen auf IR™ ist. Diese waren auch friiher schon hdufig Ge-
genstand von Untersuchungen, so z.B. in [R3Jund [Gal. Mit-
telpunkt unserer Untersuchungen soll die Frage sein, ob

Punkte in K  Spektralmengen fiir A(K,) sind.

Den Spezialfillen Vv = 0 und V= 1/2 (dies entspricht n=2
bzw. n=73) wird in den bereits klassischen Arbeiten von Herz
([H]) und Schwartz ([Sc]) nachgegangen: llerz konnte zeigen,

daB Sl beziliglich A(IRZ) eine Spektralmenge ist, und Schwartz,
da s° beziiglich A(R’) keine Spektralmenge ist. Der Zu-
sammenhang diescr Resultate mit unseren Untersuchungen wizd
hergestellt durcn den folgenden



Sei G eine [FIA]}_B - Gruppe und I = (G, B) die zZuge-
hérige Hypergruppe. Dann ist {x} =

=0 i

A
i
o]
[
13
4}

Spektralmenge
beziiglich A(T) genau dann, wenn die Menge {xd3: B B}
=8 eine Spektralmenge beziiglich A(G) ist.

Bewels: Siehe [L 21, Satz 5 . U

Varopoulos hat in [V] diese Resultate betridchtlich erweitert,
indem er die abgeschlossenen Ideale in A( R®, SO(m)), deren
Kospektrum genau eine nicht-triviale SO0(n)-Bahn ist, klas-
sifiziert. Er bedient sich dabei nicht unwesentlich der Tat-
sache, daB Punktionale auf A(IR®, S0(n)) Distributionen sind,
was er kommentarlos in einem Nebensatz feststellt. Da uns die-
ses Faktum durchaus nicht trivial erschien, wird es in 4.3.2
bewlesen.

In seinen beiden Arbeiten [S1Jund [S2] geht Schwartz iiber
den durch ( IR%, SO(n)) vorgegebenen (also diskreten) Rahmen
hinaus und untersucht die von uns nit A(iv), v> 1/2 be-
zeichnete Algebra von Fourier-Transformierten (Schwartz nennt
sie "Hankel transforms".), wobei Bessel-Tunktionen der Ord-
nung VvV zugrunde liegen. Schwartz zeigt welterhin, daB es fiir
yo)'O und v 21/2 mindestens zwel verschiedene, abgeschlos-
sene Ideale in A(ﬁ) mit Xospektrum {yO} gibsv, und {yo}
in diesem Falle also keine Spektralmenge ist. Flir Vv <1/2
liegt keine Aussage vor; das wird in dieser Arbeit nachge-
holt, ebenso wie eine vollstidndige Klassifizierung der Idea-
le nit einpunktigenm Xospektrum.

Die Herleitungen dazu verlaufen annihernd parallel zu denen
von Kapitel 4.2, auch wenn hier andere Beweistechniiien von
Noten sind.

Wie bereits angekiindigt, wird zundchst einmal gezeigt, daB
die Funktionale mit geeignetem Triger auf A(K) Distribu-
tionen sind:

4,5.2 Lemna

. a . . . %4 - "
Sei @ eA(X)™ mit spt¢ = C, wobei C €IR" wund C kompalkt
e

ist. Dann ist ¢Lﬁ € 7*, wobei T die lenge der auf RS
0 £

|



elngeschrinkten Funktionen aus

¢ R) ist, versehen nit der

von ¥7(R) vererbten Topologie.
Bewels:
(1) Zunichst ist nach [S2], Lemma 1.1(b) 7 CA(A,, und

somit ist d4m zumindest als lineare Abbildung wohl
L

definiert.

(ii) Sei nun (fi)i eine Nullfolge in T; zu zeigen bleibt

eine beschrinkte offene Umgebung C

dann, da
et
ait glcal die
aullerhalb einer kompakten Menge D ¢R* verschwin-
det. Dann ist ¢(g-fi)= ¢(fi), well spt ¢ =C.

Es reicht also, zu zeigen, daB ¢(gi)—e-0,
g; 3= g-fi.
da ﬂgﬂlA(ﬁ)—~>O, da ja @ stetig auf A(K) operiert.
Weil aber filir die g; Sicherlich die Umkehrformel 3.3.4

Wihle dazu

von C und eine Funktion geT

wobel
Dazu aber wiederum geniigt der Hachweis,

anwendbar ist, brauchen wir nur zu zecigen, daB
A

Es wird zunfchst gezeigt: gi——>0 drrg=Tis

Hach der Leibnitzregel ist

gi®) () = i (2] gl2E) (x) )
=0
- k
= %;; c m(x) f§ )(x)

nit o () =(3)e®F @) .

Definiere Gy . := 22%|ck,m(xﬂ
(m) Lo ) 2 S o {x

%ig%glg (x)] = if%lg (z)] = % Cie,m SUR I} ()

270 fiir alle m e T, , da (£;) eine Hull-
folge in T ist.
Da. aulBlerden sptg;=C Vi il g;,—0 in T.
(iv) Man definiere nun Ufb]:~ 8;
und gjr_:ﬂ : (% gj,_:n"l‘] )/x fliir n el .

1d mit

Induktion folgt aus



== T

Lemma 4.3.3, daB gihl—>o konvergiert fir i— =
und n beliebig aber fest.
Nach Definition ist

8 (5) = §3,(5) & (x) dn(x)
= S’JV(%X)(ZVIKV+1)) g; (x) (M(v+1)2’ )~ -1 2v+l gy
- a5, ) ey ax ¢ B0
(e}
P RO COR I COR T e

=-§ %‘Sﬁﬁ gl ) RO+ gy
o)

P S

S Ty 8%)

(tx) 78 o1 (x) 2O +L g (a1)*
tx ; ~

o

(Erlsuterung: Bei der Umformung (%) wurde partiell in-
tegriert und dabei benutzt, daB Rl v+l(z) eine
Stammfunktion von 2 *1J, (z) ist; siehe dazu [ W],
S 132 Gleichung (1). Die Schritte, die in den obigen
Unformungen von der zweiten zur fiinften Zeile fiihren,
werden formal in (#») noch weitere (n-1) Mal durch-

gefiihrt. )

Da J,(%t) fiir t—> 2 beschrinkt bleidbt (vgl A4.2¢)
und 0¢D, ist die Menge {17, 1421, xeDJ
beschrinkt. Es gibt daher ein Mn ¢ IR, so daB

v+l ..
,flJV+n(t ) = dx fiir alle

t =1, Folglich ist

]A (t) tv+n|4=M sup lg[:kx)| =: £ (n) fir t21
xeD

und letzteres konvergiert gegen O fiir i-—>«~ und

n eIHO beliebig aber fest.

V+n(tx)

= <2(vm)+l | o ‘1, x.eD.}
tx _

Weiterhin is% {



23T =

beschrinkt. (Vgl. A4.2b) Ahnlich wic bei den obigen
Uberlegungen kann man schliefBen, dal I = 8,.

fir t1 , und 5'1. konvergiert gegen O i el s o

'.

Mun ist aber fiir k 2Vv+3

=)

18,0, = § 18, )l - 27 (Fevar) 2
0

- (S 8, (8)] - 2% at f!g (&) - &V 478 ag)

([(v+1) 29)~t

o

z (§. +§1 fi(l-c) £72 at) - ([(ve1) 2°)~t

a5

< (g + £,(1) (Mvs1)2)™t .

Da letzteres gegen O konvergiert, ist der Beweis
vollstiindig. O

4.3.3 Lemma

Sei (gl)l eine IIullfolge in T und es existiere eine kon-
pakte lMenge D € RY so, daB spt(gl) €D Dann ist auch
(gi(x)/x)i eine Nullfolge in T.

Beweis: Zuna.cnut ist klar, daB (g (‘i)/‘i) =R AR 1) O¢spt(gi);

Da auBerden spt(g (x)/x )ED VJ.EIII bleibt zu zeigen, daB

alle Ableitungen fu*‘ I—>e gleichmifBlig in x gegen O konvergiercn.
Da g—>0 in T , O e?sp‘t(gi) und somit x—n in x beschriinkt
ist, reicht es zu zeigen, daB diese Ableitungen von der

i
T b e

k g,(ml) (X)

Form (*) nit n,, m, ¢ M sind.

Weil aber gilt, das
1-—

’ T N = 2 "'(m'l-'-l) ) - =T, =1 (m ) 3

% ( g gj(_m;)(;;) % n;\) E(XH g4 (.‘C) n;‘xnl gi A (X),

erhilt man die Behauptung {#*) aus einem einfachen Induk-
tionsansatz. d



- 38 -

Wir erinnern an die Iolgenden TFalkten, die flir die kommenden
Beweise herangezogen werden:

dn AroN g dn ” i
£ 86 = 9 (Exn ) ) a(t) an(e)

3
falls (= B_(t)).g(t) m-integrierbar ist.
ax= =
(Dies folgt aus dem Satz iiber die konvergente lMajorante.)

(2) £ &' 5,E) =-x"7,,x ([EIOTI; 7.2.8(51))

(3) J,(x) = O(x_l/z) fiir x—~, und diese Abschitzung
v ]
ist bestmdglich. (Siene [ HIOTI], TS5 )

4.3.5 BSatz

Ein Punktional @ ¢A(X)* mit kompaktem Triger DeR' ist
eindeutig bestimmt durch seine Einschrinkung auf T, Diese
ist seinerseits ein Funktional ouf T, also eine Distribu-
tion.

Beweis: =
Fir geC, (X) ist £(x) = § B._(t) g(t) dn(t) belicbig
-0

oft nach x differenzierbar. (Dies folgt aus 4.3.4 (1)
und 2.3.1.) Sei nun ein dﬁT nit kompakten Briiger vor-
gegeben, Dann ist dadurch auch <Pkc (x))* eindeutig

oo "

bestinmt, da die Funktionen in (COO(K))A unendlich oft
differenzierbar sind. (GOO(K))“ ist aber dicht in A(R),
da C_ (EK) dieht liegt in I(K), und somit ist ¢ ein-
deutig festgelegt.

Der zweite Teil der Aussage wurde in 4.3.2 gezcigt. O

yiie im letzten Kapitel wird nun einc Bezichung zwisclien
dem Kogpektrum ecines Idecals und den Triigern der IFunktio-
nale, die dieses Idcal anullieren, hergestellf:
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4.,3.6 Lemna

A c A 3%
Sei I €A(X) ein abgeschlossenes Ideal und ¢ €(A(X))
nit ®(f) = 0 VYL el; dann ist spt(¢)€co(I).

Bewels: Analog 4.2.5; mnen mull lediglich beachten, daB
]R; der Strukturraum von A(X) ist. (Siehe (s2] 4.1)0

Das folgende Lemma wird sich als niitzlich fiir den nichsten
Satz erweisen:

4,%3,7 Lermma

k-(v +l/2))

k
(géz BY(t)) = o(t und diese Abschitzung ist

bestmdglich.
Bewelis:
k - :
(%) (é%E B (t)) = t& Bév'k)(xt), wobei Biv’k) die
k-te Ableitung der Funktion B;” sei.
Nach 4.3.4(2) ist aber

£ 8%x) = = 3"(x)

Daraus beweist man durch Induktion, daB fiir hohere Ablei-
tungen gilt:

k.
d & B k .k L(v+k)
—:,'= Bl(X) = (—l) e Bl (X) + .
) k=L pv+i) () &=L o
1=0 7 J=0 1,4

mit Konstanten . Da Bi%x) = o(x;l/z-v) (4.3.4(3) und

2 85
Def. von B) trigt im obigen Ausdruck nur der erst Summand
zum assymptotischen Verhalten bel, und es gilt:

% B(x) = o(x"/27) .
Also folgt der erste Teil der Aussage des Lemmas mit (*);
alle vorkommenden Abschiitzungen waren bestmdglich, also
auch die des Lemmag, =)
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Ag BB Bate

LA R
Die Funktionale @ <€A(K,)  mit spt(¢) ¢ {x] ¢ Rt sind
genau die folgenden:

k :
§ = Zoraandft mit k =[v+1/2] wnd c;<€C .
i:o “0

Bewels:

K i A
(1) Sei ¢ = E c; SX und fe A(K,); dann ist
J=

f<i><xo> - S & 88y ) ) @ (0, mur s,
Q

@ L x(t)l
und £ m -J.ntegrlerbar ist (vgl. 4.3.4(1)). Man sieht
ferner, daB fiir 1<k die Abbildung fs—ef(l)(xo)
stetig ist, und somit beschreibt ¢ ein stetiges Punk-
tional auf A(K ) mit Tréger {x } oder #.

4y Deschrinkt ist in t (siehe 4.3.7)

(ii) Sei nuin ¢ éA(ﬁ)* mit spt(6) C{x} Wegen 4.3.5 is
@‘T eine Distribution und wie in 4.2.6 kann man ein-
gehen, daB

¢"T = Z ci-S' fur ein k' ¢M wund ¢, eC,

Angenommen, es sel k'>k und Cict + 0. Wegen der
Aussage von 4.3.7 1dBt sich nun mit etwas technischem

Aufwand ein f e I'(K,) konstruiercn, so daB
&0

{ <d ‘“’<t>y ) £(8) dm (5)

0
fiir i=k! divergiert und fiir 1< k' konvergiert.

ini L Jf(t) falls t<s |, -
Definiere fs(t) 3= 4.0 sonst ; dann ist

A A
f,eT VseR und f—f in A(K,) fir s—=.
dus der Konstruktion von £ folgt aber, daB fc(,k")‘(xb)

und o.U.Ch @(f ) divergieren fiir s-—e . Also is
¢ ¢ A(K, ) y dle Anmahme ist falsch, und ¢ ist wie im
Satz angegeben. [ ’
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4.7.9 Satz

Die abgeschlossenen Ideale in A(f{v) nit Xospektrum
{y} ¢R" sind gerade die folgenden:

I, = {£ea(®) ¢ £(3y) = £'(¥) = ... f(k>(y)} mit k I,
k=v+1/2.
Weiterhin gilt: Ioe Il%’ S @ "2I[\7+l/2]

Beweis:

Zunichst liberzeugt man sich leicht davon, daB alle Ik
Ideale sind (Produktregel fiir hthere Ableitungen) und da8
sie abgeschlossen gsind, da die sie beschreibenden Funktio-
nale nach 4.3.5 stetig sind. Die Echtheit der angegebencn
Inklusionen ist ecine Folge der Tatsache, daB T cA(R) .

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB es nicht nehr ab-
geschlossene Ideale mit Kospektrum {y} gibt, als die oben
angegebenen: Sei I ecin solches Ideal; dann zeigt man

ganz analog zu 4.2.9, daB I von der angegebenen Form ist.[]

4,3,10 Xorollar

a) Sei y # 0; dann ist {y} Spekiralmenge von A(I’%v) genau
dann, wenn Vv <1/2, '

b) {O} ist stets Spektralmenge von A(IE‘,).

Bewels:
a) klar mit 4.3.9.
b) Da O im Zentrun von A(ﬁv) liegt, folgt dies aus 4.1.3. [

£,3,11 Satz

Sei A ein abgeschlossenes Intervall in IRZ nit int(A)+d.
‘Dann ist A Spektralmenge.

Beweis: analog 4.2.12 wnd 4.2.13. O



