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5.1 Allgermeines
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Aufgabe der harmonigclen
Tunkvi

nen entwiclkeln lasse

ionen, die sich aus einecr Fomilie von gegebenen runk
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1 Reihen- oder Integralbvildung,
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Es vurden in diesem Zusammenhang auch stets IFoltungen uand
r

s
0
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"Fourier-ihnlicl ansformationen entwiclkelt und diskutiert.
Mir den Fall der Jacobi-Polynome seien hier nur die Arbeiten
(awl, [©3], [Bz), und [CM] erwihnt, fiir Bessel-Funktionen[S1],
[s2], [Leg] und [W]. Die mi% Bessel-Tunktionen eng verwandten
radialen Funktionen auf IR® (siche Bsp. 2.1.4) werden unter

anderen in [Ga] und [R3] untersucht.

Die Anslogie der dort behamdelten Sachverhalte zur kl

U]
l’.)
p
@
s

a
harmonischen Analyse auf lokalkonpaltten abelschen “rup‘on
scaelnt evident. In den erwihnten Arbeiten ist darauf auch

.

hilufig hingewiesen, ohne jedoch cinen gemeinsamen Rahmen an-
zugeven, Dieser wird durch das Konzept der Ilypergruppen an-
geboten, welches einerseits allgemein genug geholten ist, um

sowohl die lokalkompakten abelschen Gruppen wie aucih eine Viel-

zanl von Klassen gpezieller Funittionen abzudecken, auf der an-

deren Seite aber doch genuz Struktur aulweist, um "schine" Re-
ultate aus der klassiscihen harmonischen Analysc herzuleiten.

(Siene z.3. [J])

lleben einer-eixncitlighen  Darstellung-einer Vi'clzahl belkamn-
ter IEigenschoften solcher Funktionenllassen hat die Betraoch-
tungswelse nittels :ypergrunpen den Vorteil, dafB man viele
Ergebnisse "automatiscn durcih die Hypergruprentheorie er-
hiilt und nichit von Fall zu Fall cigens beweisen mull {(so =.3.
die Tatsache, daB (L'(X), = ) eine Banachalgebra isti).

ieges Abschnitts ist es nun, fiir den Fall der, -jewells
- -~ . (G- B)
leicht modifizierten~, Jacobipolynome Ry — und Bessel-Tuni-
=W \ 3 1 : . 4 3
Tlonen bl Eig chaften der L -Algebren und ihrer Transfor-

nierten im Rahmen der Hypergrupnentheoric heroussuarbeiten
e

und so unter anderen auch die Crundlagen fiir die folgenden

A

|3k
Abschnitte 4 und 5 zu gchaffen.,
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Jacobi-Polvnone

~ ~
wmd ¥ =K

In diesen Hapitel 3.2 geien e«=23 2 ~1/2 wie in 2.2 ein

Rgn B)

fur alle Jial pest epuwi o] G EE R_,1 $= die normalisier-
4.

{w, 8) E - o
bezeicane sivets die dazu ge-

=7

ten Jacobi-Polynome. X =K
EpiEe , i, el hergeleitete Hypergrupnenstrukiuvr auf I,
“% die dazu duale Hypergrupne auf demn Intervall
[—l,lJ. In tibrigen gelte die Hotatlon wie in 2.2, (Auf die
Angave von « und B8 wird versichtet, folls Irrtimer ausge-
schilossen sind.)

- - -

lizpn defindere LP(K 1= {::EHD——9 g

wobeil ”:jlD ( }’p -h(n})l/p , p>0.

Fir p=1 ist eine Faltung *: LY(K)xL'(X)—> LY(X)

definiert durch (f#g)(n) := § fln«n)- glm) him),
’ =0

~

wobei  f(mxn) = E g(m,n ﬁ) £ (k) und h wie in 2.2.2a .
= |m-n|

(Vgl. Al.4 und AZ.S)

%.2.,1 Pronosition

IHit den obigen Begelcimungen 1

]
Al gebra von komplexwertigen Folgen. Insbesondere ist also
(S

~ ~ S L e 1 o
hE * 55”1 > ”f”,, "SIL iur 1,8 L (X).
TS Sl S hasg e B AT nalon libalmmasehe nolliE oL JL 3D
o iU I OX = 0 songt 15 o Linls Oelly LEes
Al gebra.
Sevels: Der ergste Teil folgt mit [J], 6.2G, der zueite i

o

e e st
evident (und charalteristisch fiir diskrtete Iypergruppen).[]

5.2.2 Die Tourier-Transformierten

Interessanter als die oben definierten L'-~Folgen sind ihre
Fourier-Transformierten, niimlich die absoclut konvergenien

Reihen von Jacobi-Polynomen (vgl. [aMl). £ e L'(HX) ist
A
Iy definiert durch

A
S E
f(x):
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"
o
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0
-
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% el 1] =1




Da,

S
solut konve:gent. Weiterhin sei A(X)
Fir £ea(R) sei |1

an<K>|'£ 1. Fiir  xze|=l,1] .i

ALZy %= Hf . Dicse Definition wixd
\ i)

erst sinnvoll durch den ersten Teil der folgenden

7 Pronosition

Bew
a)

b)
c)

d)

3.2.

A
Die Abbildung ™ : LY X)—A(X) ist ein Velttorrauriso-
mnorphisnus.

A(ﬁ) igt ein dichter Unterraum von C([f_,*])
A A
IE1,52) > g Veead.

(A(X) “l& K)) ist eine zu (LY (X), » ”l“l ) isomor-
phe uanacn—Algebra. ( - bezeichihe die punktweise Multi-

plikation von Funktionen.)

Ehbise
Linearitit und Surjektivitit von 2 sind Klar. Die In-

jektivitit folgt aus [J1, 7.3D und 6.2I.
siene [J1, 7.3H.

Kar, da lI(Y)l ;E:I?(n) ‘hin) zel-1,1].

by
>

Hier ist nur noch zu zcigen, daB

n,
" e . . e C

f,g § L'(K). Dies 1l#B% sich aber wie im Gruppenfall
dirckt nachrechnen,

4 Benerkung

a)

b)

c)

A , .
A(K) dist im allgemeinem cecht kleiner als C([-1,1])
wie wir in Beweis von 4.2.3 schen werden.

Die von | "A(g) induzierte Topologie ist feiner als
S
. e ? . A
die der gleichnmiBigen Xonvergenz in A(X).

In 3.2.3d) werden zwei llodelle einer Danach-Algebra

R & )

Verfigung gestellt, das eine nit einer griffigen

N U"

Multiplikation, das andere mit einer handlichen ITorm.

A
BraBmin 2B e Al gehra )
— : L - =y oo
Wk JERSEEn, el st el nie SRaremsrugpe SET , sreiuin ote
auf dem Intervoll [-1,1] . Als Haarsches a3 withlen wir

dm

= dm(a, 8)

Q= 1-x a4z ~r
dx’g(_ ) (3 ) az,
1 - 16’
mit d_ = (1-x) (l4x) dx (vgl. 2.2.24).
3 $5]



Also lassen sicn ancloge ﬁbe_-eruq”en wie fiir () durch-
kot et Sk seil inm folgenden ohne Bewelsc skizsiert:
. N, e
Bs ist also L= () 5= {g: [-1,1]—C, ngn < ﬂj}
. . o B
wobei lel, *= (S llg(:c)l 4 (1—1) (14x)? ax L/

(Insbesondere fallen also alle auf [-l,l] S
tionen in diese Klassen.) Die Faltung « ist

definiert durch 1
(f»g)(x) :=S f(x*y)- g(.f) dn(y),

und  (L'(X), =, "“l Yist eine Banachalgebra; das neift ins-
besondere, daB |fegl; < ﬂf”l lgly fur £,g e L'(K Z).

A
Pir f£ e LX) ist die inverse Fourier-Transformierte
definert durch

l . -
f@) = § 2(x) R (x) an™?(x).

fir ne]No; man konnte also von den Fourilierkoeffizienten
w
f(n) einer Funkiion £ sprecnen.

Sei weiterhin A(K) := {f fel( )} und fvllA(K) = sl

fir f eA(X); damn ist (A(K), -, II(K) ) eine zu
(L"(R); =, “"l ) isomorphe Banach-Algebra,

SciilieBlich liegt A(XK) norm-dicht in der Menge der Hull-
folgen ([ J], 7.3H), und “é”A(K) 2 Hémw filr alle £ ¢ A(X):
o)

.2.6 Satz (Umkehrformel)

v
. ~ . . N .
a) Sei f e LY(X); dann ist £ = f, das heiB%

(707 200 Re() n() ) B (x) an(x), mem, .

- HC=0)

Il

f(n)

Il

A .
b) Sei geC(R) und &e L(X); dann ist g = 3, d.n.

e et <§ e(7) B () anly) ) B (0) b (x) ax .

n=o0

Beweig: Es 1gt leicht zu ilberpriifen, dal £ und g die
Voraussetzsungen der Umkehrformel in [J], 12.2C erfiillen.
3 - v ATy -
Da jedoch dm irgend cin Hoarsches (laf auf X ist (H
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ikotive Xoustante unterscheiden und nichxt notuendiser-

(=

4

zu h(n) gehdérige Plan ue“elguJ, konnen sich £
~

18]

ise da

[ #4]

b
2 i : v 3 q - —
und £ (bzw. 5 und g ) um eine mulitiplikative Honstan-

te unterscheiden. Diese 1idBt sich jedochh leicht bestinmen,

. I . . e Blir-n=0 e
inden man giA Beispiel in a) @ £(n) = W wihlt. [

Heie]  Korollar

Das zu h(n) gehdorige Plancherelmal auf ﬁ i Sl
3.2.8. Satz (Levitan)
a) Fir fe LX) ist lfll, = W€, .
L a 2 1 A 2)
. > Je@) 2 a@) ={ 15 2 amlx) .
n=o -1
oe - o v
b) Flir geiL (R) ist lall, = lgl, -
D.k, 5 )| 2 an(x) => |¥m)ln@) .
-1 =0
Beveis: Siehe [ J]1, 7.3I und beachte, daB L'(X) ¢ :h(z)
wnd $2(®) ¢ LY(D). O

5.2.9 DBenmerkung

. o A . . q i ven .3
Die Fourier-Transiormation 188t SlCh in der ilblichen
1 H -2 :
iJecise zu einer Isometrie L (X)e—1L ( fortsetzen.
(Siehe dazu [J], 7.3 I.)

.- Besgel=Funlittionen

Die Bezeichnungen secien hicr wie im Kapitel 2.3. Insbeson-

dere sei Vv » =1/2 fiir ganz 3.3 ein Fiir alle ilal fest vor-

gegeven, K = Ky die dazu gehdrige, in 1.3 besciricbene Hy-
rgruppenstruktur auf ]R; und  dn(zies do,(x) =

=(2 J(v+1))" 1 2%+l 4% das sugehrige Haarsche lal.

L3

Dann ist ZP(Z)

I

{z: RE—¢ @ Iz _< =} ,

. ) . <0 P 5 _] :
iropel Hf”n ::(Slf(xﬂ dn (x) )‘/P ! gol 6 R~
¥ 0
Fir p=1 ist die Faltung #: L'(X) > L(X)—> LX) erklizt



P ¥ s =

urch (T aiE:) = g fxxy) gly) danly) ;
o
T
.2V
wobTE PGl ) . = oy S—I(( 24—j + 2X7 - cOoB f)l/z) sin® ¢ 4y
o
(lIlan bvemerkt, dal di fir V= (n-2)/2 der iiblichen Fal-

] n T L , Rl
tung von radialen Iunkitionen auf IR entspricht, wic sle in

[G&a] und[RB] unsersucit werden.)

Analog zunm vorigen Kapitel erhalven wir die folgende

Fa ek Lroposition

it den obigen Bezeichnungen is G = e e HHl eine
: ] , . . _ #
Banach-Algebra von komplexwer tmg n Funktlonen auf IRD .
Insbesondere ist daher Hf*-guléﬂfﬂl Hg”l :

Beweis: Siehe [J1, 6.2G [T

Fede2 Die Fourier-Tronsformierten

Mir Anwendungen ist es von Interesse, bestimmtc vorgegebene
Funlktionen aus Bessel-Funktionen zu "entwickeln", d.h. sie
als Integral von Bessel-Funktlionen derzustellen. Diese Pro-
blematik ist unter anderenm in [ Ze], 5.14.10 untersucht. In
der vorliegenden Arbeit werden solche Entwicklungen durch
Fourier-Transfomationen realisiert. (In Zusammenhang nit

5

sel-Funiktionen spricht man dabel auch von Hanlkel-Trans-—

Tormationen. ) rmal wird dabel zwar nicht nach den cigent-
lichen Bessel-Fuanktionen Jdy, sondern noch den daraus, nit-

tels Division durch ¥ entstandenen 3™ entuickelt., Inhalt-

lich ist das Jjedocech nichts anderes, da nman den stérenden

Tern ja in dic zu entwickelnde Funlttion steclien kann.
= = a - ee LY o, MEETCTRR R .
Hun zur Theexiet & Flry fe () sei £ definiert durch

e
N
P
I
e}
o
[ 1]
.b
m
=
~
o]
(]
S
| SRy
L ]

(Tatsdachlich ist die lienge der nach obiger Tormel trans-
formierbaren Tunktlonen S“OQG” alfe D) anhdbdieliniEl
]

entwickelbaren grofer als A(ZD); siche dazu [ Lel, 5.
Tir £ €A(X) definiere man £l A2 o= "f”l . Intsprechend

der vorigen Kapitel 3.2 gilt die



3 WD wie: ropseitien

a) Die Abbildung * : L'(Z O—s A(Z) ist cin Vektorraumiso-
morphismus.

b) A( st ein dichter Unterraum von CO(IRZ).
A
c) 12l P £l g fir alle £ eA(Q) .
A(x) i

i) £ . 1for .
da) (A(X), ,l||k(§) ) ist eine zZu ([fﬁn),* ,ll“l } iso-
morphe Banzch-Algebra.

Bewvels: Sielig  Beweills YonJwd «> v " [

Die Bemerkung 3.2.4 kann hier wirtlich iibernommen werden, wo-
bei lediglich C([-1,13]) durch C (]R ) zu ersetzen ist.

N
Es ist hier liberfliissig, L'(X zu untersuchen, da X iso-
morph zu R ist (siehe Satz 2.3.5), Als Hoarsches lMaf auf
)—-l 2V+l

-~

= . v =
K wihle man ebenfalls dm(x) = (2" -M(v+1) dx; dies
wird sich flir die Unkehrformel und die Placherel-Isometrie als

glinstig erweisen.

Danit sind die llﬂp—ﬂormen fiir die beiden vaergruppen i
2 . . Dy ,P B

und K gleich; also ist auch IF(X) = (A , und es gibt

teinen Unterschied zwischen der fourier-TransIormation

A L(T )‘_9A<A) und der inversen Fourier-Transformation
A LYK )——9A( ).

A N
n LX) wnd zugleich fe L'(X);

= f. , das heilt

Lt
3,:4/
i
Ok/ﬁg

£(z) By(Z) dn(z) B (y) dn(y) .

Beweis: Die Voraussetzungen von [J]1, 12.2C sind erfiillt;

}..l »
Sh

es lediglich noch nicht gepriift, ob dmy) das zu dm(z)
gehrige Placnorcl-MaB ist. Da es aber mit -Sicherheit.ein
Haarsches [1af 1ut konnen sichh die beiden Seiten der obi-
gen Gleichung allenfalls durch eine multiplikasive Xonstan-

te unterscheiden.,
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agar:
Um dicse

in L Lel, 5.

u crnlitteln, bedienen wir uns der Unlkehrformel
1 dng O

oD ©0

S J, () S A-Ifxt) () az as

Tir alle stetigen Funktionen g mit beschrinkter Varia-

tion, Tiir die glg(x)l Yx' dx < v,

Wehle ein nicht-triviales g mnach obigen Vorschriften mit
der zusiitzlichen MaBgabe, da8 f£(x) := g(x)/xV die 3edin-
gungen des Satzes erfiillt,

Sei nun g(t) := 5‘2 J,Qt) g2} dA
0

v (v 3y (X%) (1)
w52 M) T &S

it

(2 Pv+1))™L

. 22 V41

dx
- S B.(2) £(2) dan(a)
HE

= % 8 - ;
f(x) =x Y.g(x)

=z (4.0, (6x) B(t) at

0

= =Y S £Vt g, (tx) £(¢) at
0

J<(_t‘;,) £(t) (27 Fv1))"hg2*T gy

=52 [(v+1)

g

B_(t) £(t) dn(t)

I
H)y 0%

(x)

Da £ nicht-trivial gevihlt war, kann die oben erwiihnte
nultiplikative Xonstante nur 1

O

sein, womit der Satz be=
wiesen viire.
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53«5  HKorollar

3
Das zu (2V-P(v+1))" =L gev+l g gehdrige Plancherel-iial

auf K ist (2v‘rxv+l))— 32V+l ay.
3.3.6 Satz (Levitan)
a) Sei fel'(R)nI5(X); damm ist [£H, = IEl, , das heist

f]f(x)l dn(x) = S 5 f(x) By(x) dm(x)]2 dn(y)

b) Die Fourier-Transformation 1liB8%t sich zu einer Isome-

o A —2 A * > o 1.
trie : I (n)@*?h (X) fortsetzen.

Beweis:
a) Siche [J], 7.3I
b) ergibt sich aus der folgenden

3.3.7 Benerkung

Die in 3.3.4 und 3.3.6a) zugelassenen Funktionen liegen

dicht in L%(X) wund Lz(h), da bereits COO(K) darin

dicht liegt. Weiterhin ist C__(X)" dicht in L(R).
(SicHe#lTT) T3 T4)



