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2. Hypergruppenstrulkturen auf Funktionenitlassen

2.1 Allgeneines

Falls sich das Produkt gweler beliebiger Funktionen aus einer
gegebenen Xlasse linearisieren 1lif+v, d.h. darstellen als Li-
nearkombination oder Integral von Funktionen aus dieser Klas-
se, so kann man unterrgeeigneten Unstiinden eine Hypergruppeén—
struktur erkliren auf der Indexmenge, welcne die Funkiionen-—
Izlasse beschreibt. (Definition und wichtige Eigenschaften
von Hypergruppen entnehme man aus dem Anhang A2,) Diese
"ogeeigneten Umstinde" werden im folgenden in Form einer
Axiomatik beschrieben,

Seien dazu S wund X nicht-leere, lokalkompalkite Hausdorff-
Riume und (fx)xsX eine PFamilie von komplexvertigen Funkiio-
nen auf S. Zu jedem Paar (x,y)e XxX gebe es ferner ein

MaB m., _elM(X), so daB

g
g

fx(s)'fy(s) - sz(s) dmx’y(z) fiir alle s €8,

2l Sats

Unter obigen Umstinden gilt:

Die Abbildung (pv,py)Fe+mv e 148t sich zu einer bilinearen
- - ,

Operation  x: HM(X) xI(X)—>1i(X) fortseitzen, und X ,%) ist
eine kommutative Hypergruppe, wenn die folgenden Axiome gel-
L

vCGIls

(F21) Zs gibt ein e €X, so daB f,(x) =1 Vses
( i VxsX.

il

und ein e'eX, so daB £ _(eY)

(F 2) Die Abbildung (x,7)—»m_ _ ist stetig.
- J
(¥ 3) Das MaB i, 5 ist positiv und hat kompaliten Triger
b

(F 4) Die Abbildung (x,y)r>8pt m_ = ist stetig bzgl. der in
=3

[J], 2.5 angegcbenen Topologie auf der ilenge der kon-
pakten ‘Teilmengen von X

(F 5) Sei 4 &ll(X) und SX :X(s) du(x) = 0 Vs es;
dann ist H= 0.

(F 6) BEs gibt eine Involution =x+—x in X mit der Bigen-
scha

chaft e e spt m, y“¢=? Y = X .
<~
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(z) = mz’y(x).
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Also ist - cin Vahrscheinlichlrzeitomal, dessen Qri-
=9

ger nich (SN~ Korpaki 1 8%%
(I2): Ergidt sich nach [J], 2.4 B aus (F2), (F3) und (UL 3).
(Z1): Zu zeigen ist dic Assoziativitit von *:

ATy en T 2 €. i 136 ¢

(fx'fy)'fz = va'fz d(px*py)(v)

i

jgfw d(pv*pz) (W> d(px*py> (V)

Hh
N
Hy
I
P

]

z Iy Tmd jfz'fv d(py*pz)(v)

ngw a(py*py) () d(p *p, ) (v)

Also gilt nit (P 5)s

f(pv*pz) d(p*p. ) (v) = §<Px"‘Pv) a(p,*p,) (V)

und dies beweist nach den 3Bemeriungen in [J], Seite 13
dic Assoziativitiit von =.
L)y Entspricht (7 4).

(E5): Folgt unmittelbar aus (F1) und (F5).
(i16): Entspricht (F6). ]

2,1.2 Bemerkunp

a) Eine Umkchrung des S t :

((E1) bis (H6) = ((F1), 2. Teil, (F2) vis (T 4), (F6)
b) (F1) 1liB% sich gegebenenfalls durch Nornierung erfiillen.
c) Omne (F1), 1. Teil und (F 6) liegt eine Halbhypergruonne

vedsdichen dd 15 Fidn

W

Zied s T Koprollar

Pir seS, xeX sei X (x):=
»

I+

el . P o I
a) )% L8v eine multipliketive Funktion auf X, d.h.
~

Xs xey) =X (3 () V z,7eX




b} Talls {%,(S>= xeX} ¢ine beschrinkte Teilmenge von R
~
4

Beveis: Vgi. [J], 6.3 wad 7.3. O

] A B b e B e o 2 W
G =L iG U Wile,

)

Sei G einc lokalkompakte Gruppe und B eine bveziiglich der
Birkoff-Topologie (= kompakt offene Topologie; siche EM] und
[B]) relativ kompakte Untergrupve von Aut(G), der Automor-
phismengruppe von G, und B enthalte I(G), die Gruppe der in-
neren Automorphismen von G: I(G) € B £ Aut(G). Dann ist
(G,B), die HMenge der B-Bahnen in G, cine IHypergrupve (Vgl.
(335 8.3 uwndy=tZ2e2a). Die Menge der Hypergruppencharcictere
auf (G,2) ist E(G,B), die Extremalpunkte der ilenge der
B-invarianten, positiv definiten, stetigen Funkiionen auf G
nit p(e) = i, Die Funktionen in E(G,B) erhilt man zun
Beispiel dadurch, daB man die stetigen, irreduziblen, uni-

~

tdren Darstecllungen von G (d.h, die Charaktere, falls &
abelsch ist) iiber die B-Bahnen in G mittelt. (Siehe [ITHL.
und [H], 5.1 wund 5.2.) In [HHL] wird weiterhin gezeigt,
daf der Funktionenraumn E(G,B) beziigiich punkiveiser Iul-

tiplikation eine Hypergruppenstrulttur dirgt.

Damit wird einec breite Palette von Seispielen zum obigen
Satz bereitgestellt. Hicrzu ein

et sBeifsniel

. n 4 : 5 . .
Sei G =R und B = 80(n) mit neli, n 22, Dann 1iB%t sich
dise piypengiupnes. Lamv (G530 1 2ks Jicngewmist ’Rg identifizie-

ren und die Charalitere gind gerade die Funktionen

{vi
j

ir
Bg (x) $= 8, -J, (8x)- sx)—y =-w,5.exp(—sx-uw'#) (sin#ﬁzvdﬂ_
o
Dabei sind v= (n-2)/2, s wd x eR?, o, und 8, reelle
Konstanten und J, die y-te Besselfunktion (Vgl. [R3]).

-

(llan beachte, dal das ovbige Integral bis auf eine Honstan-

D
te, die nur von V bzvw. n abhingt, mit den folgenden
3 tS ) =

ep (-1<5,6%)) dn(s) ,

iibereinstimmt: S
S0(n)

9 - T01 . ’
wobei 3, ZeR" mit [8/= s, |Zl= x und n das normali-
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daher

igst eine Iypergrupne beg

2.1.,6 Bemerlung
Falls G eine lokalkonpalte Gruppe
Untergruppe von G ist, dann 1li8t si
Klassenraun
kldiren: Siehe [J], 8
Tir die welteren Betrachbtungen sei
Dual von G, definiere man

wobeil

Zu % gehdrige Charalcter ist.
[DR],7.2.5,7.3.4und 9.4,1). Diese
sphirische Funktionen und sind H-Biinvariant,
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das normalisierte Haarsche laB auf H und
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220}

S
punitwelser Multi-

T

und H eine konpakte

cn auf den Doppelneben-

Gjﬁiﬂeine natﬁrlicheﬂypergruppensu“ukt‘r er-

n
G kompakt: Zu o € (G, denm

) dmy(n')

?

Tw der
en Definitionen siehe

A
(wobei «€(G) heiBen

kdnnen also

als Funlctionen auf G/H betrachtet werden.

P
Vir wollen nun zusdtzglich annehmen, daB ¢L(e) é{b,l} V e,
diesem Fall ist K kormwutativ ([DR], 9.4.3). Falls @«c) = 1,

BEs gcneinen noch

zZu sein,

Untersuchung auf eine Hyperg
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DR1, 9.6.6), und dle Charal-
()

ogisch

sind gerade die ultrasphiirischen Polynome Rp



it

mit e« = (n-3)/2 und n=0, 1, ... (In [DR] ist die Indi-
€]

zierung der Polynome- gerade um 1/2 verschoben.)

Diese Polynome bergen aber eine Zypergruppensirukiur, wie

in 2.2 niher untersucht wird.

2.1.7 Bemerkung

Die letzten beiden Bemerkungen zeigen Wege auf, vie man
TFamilien von Hypergruppen finden kann. Der Typ einer sol-
chen Hypergruppe wird jeweils durch einen Index gekennzelch-
net, welcher levztlicn von der Dimension der zu Grunde
liegenden Gruppe herriihrt und dcher nur diskrete Verte an-
nimmt., Diese diskreten Verte scheinen auch in den speziel-
len Funktionen auf, welche die Hypergruppenstrulctur unmit-
telbar festlegen., In den betrachteten Beispielen sind die-
%ﬁ, nicht nur
fiir diese diskreten Werte von v Dbzw. «und # definiexrt

ALy

: . i - v)
se spekiellen Funkitionen, nimlich B( und R
&= 2 S

sondern flir ein ganzes EKontinuwn davon.

Es liegt also die Frage nahe, ob diese Funktionen such dann
auf Hypergruppenstrukituren fiihren, wenn sie nicht wie zu-
vor beschrieben in natiivrlicher Weise durch liittel-3ildung
aus Crupvencharakteren entstanden sind., Dies wird in Fall
der oben genannten Funkiionenfenilien im folgenden unver-—
“sucht.

Weltere Untersucimungen von Funktionenklassen, die von Struli=-
turen ihnlich denen von (R™, SO(n)) und SO(n)j«{l}xSO(n-l))
herrihren, irden sich anbieten. .

2.2 Hypergrupnenstrukitiren auf Sequenzen von Jacobi-Polynomen

Diese vmrden von Lasser in einem grdBeren Rahmen cingehen

Ly

untersucht (siehe [L3]). Wir beschriinken uns daher darauf

= {

die wichtigsten Resultatezu zitieren.

[ys)
1

Seien e 2 |

-1/2 ein fiir alle lial fest gewihlt. Vir be-
trachten die Familie (R%™ = M:“/P;”(l))n von normali

py —dk -
ten Jacobipolynomen als Funktionen auf dem Intervail [-2 l]

Dann gilt flir n,m € 0, die Lirnearisierungsformel
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n+nm (e, B)
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stets nicihit-negativ sind, Die Fomilie

rf{iillt daher (¥3); die Axiome (F2) und (T4) gecl-

®

ivialerweise, da ]LO ddslresist, (Pl ) ol aws dom
s 4t (a S) va’ B) - .
Identitiiten Ry (%) = Ry (1) =1 flir alle we =1l
n € M,, und (F5) folgs aus der linecaren Unabhingigieit der
Polymome RE'™ , Aus der Formel fir g(n,m,k) (siehe [G2] )
ist zu entnehmen, doB g(n,m,0) dann und nur dann nicht
verschwindet, wvenn n = m =: n~ ist. Dies zeigt (F6).

Also wurde Folgendes nachgewiesen:

22 e ST

n."" T 3 7 3 - b v Iy . — .
Fliir n,m € 1, definiere man Dy * Dy iF E g(n,m,k) Py

mit g(n,m,k) wie oben und setze x :auf 1(Ti,) 1"o"' . Dann

3 = (a. 8)
ist T =K' := (Ii,, ») eine kormut

c“?‘

ive lypergruppe.

Weiterhin gilt die folgende

2.2.2 Proposition

(e, 8)

i = e sei wie inm Satsz.

a) Das bei O normalisierte llaarsche MaB ist cegeben durch
LG

(n+«+8+lﬂx+8+mj(«+l%
n(0):= 1 , h(n) := . - nelis

N\
/

(¢<+ 3+1) n! (B8+1),

ﬂ
I

(Hierbei bedeutetl (2), 2= a(a+1l) eee (2at+k=1))
A
b) X = ([-1,1], %) (wobei op_x=_ in [L3], 4(2) veschrie-

~J
ben ist) ist eine Hypergruppe.

L 1st ebenfalls eine kommutative Hypergruppe, und
R o~ . B .
KEX, das heiBt, K ist eine starke Hypergrupne.

A
hes Hall auf X 1st gegeben durch

d) Ein Haar |
+':-:‘)’€d:c , x e [-1,1] .

Beveis:

a) Siehe [L 3], Zalke ) T4

b) Siehe [L3], 4(a) .

¢) [L3], Proposition 2

a) [L3], Kommentar vor Proposition 5 .man beachte, da8




. B a™ oo ‘ (@, B) :
(l~=x) l+—x\ﬁdz das Orthogonalitiitsmal von b . =
/ DO -
2.5 Hyperzrunvensirukiuren auf Tlascen von Bessel-TFunlitionen

Viele der in diescm RKapitel behandelten Eigenschaften von
DesselFunktionen und assozierten Algebren von Funkiionen kin-
nen auch in.[SZ]gefunden verden; zum Telil sind sic daraus
{lbernommen., Jedoch scheint die von Bessel-Funktionen herriih-
rende Hypergruppenstrulttur au

b"‘

H,

RY noch nirgens explizit dar-
gestellt worden zu sein, abgesehen von einigen singuliren Bei-
spielen in [J], 9.5 wnd [L1]. Heben dem Angebot, bekannte
Sachverhalte in einem neuen Rahmen, dem der Hypergruppenstruli-
tur, zu sehen bringt dieses und die damit verwandten Zapitel
3.3, 4.3 und 5.4 einige, anscheinend auch inhaltlich neue Re-
sultate, wie zum Beispiel das Haarsche [1a8 und Erginzungen zur
Spelktraltheorie.

2.3.1 Definition

Set veIR, v>-1/2 ein fiir alle Mal fest gewdnlt. Tlr
s,x‘sIRg definiere man

B.(s) = Xs) : (sx)- (sx)¥2" [(v+1)

5\

< |

£ (25/2)%F [y +1)
c+ 1) [+ v+1)

1
cy
<

a.n.  3s)

(Vel, A4.1)
- k=0 F

[
Mk
B

(B ist eine in x wund s holomorvhe Funktion.)

TUr Tunktionen obiger Art hat Gegenbauer eine "Linearisierungs-

formel" entwicielt, die in [W], 11.41 Gleichung (16) zu finden

s 4
13%3

r Vs

2
Jv p; JV S J - 2
2% (v % )- [ 38) (z) 3, () i ((x°+7 ﬁ ).

¥ 7V 2 2
x’ J (x=+y° - JJJC,G’SY)

oL

,banuf dy
fir x,yeiR,, ve C , Re v>-=1/2 :
Also zilt die folgende Identitiit:
T
(v} (Y2}
"()3"’()=ch 7(>M~"fdf
Y5 (x4 g7 - 2xy casf)” ’




wobel Sy BE

’ 1,
N ; o 2,2 _ oo ekl e
ittels der Substitution Z =(:{ + 7 = 2%F coh 7’) erndilt man

#s) Bs) = J3e) amy (2,
Y &d 4\,

= Lty
2z (2x7) 2\)[(‘{+J*Z>( -z)(x-y+3)
woge um:-:,;;\:) T (-=+y+ z)]v 1/2 flir |x-y|€z =x+7

0 sonst

IMit diesen Betrachitungen ist der Einstieg geschafit zu den
Tolgenden

2e542 SALZ

Fir v>-1/2, =xz,yeR: sei p,#p. :=mn_ _ € N(X), s
7 EOW LY
s - . | 2 + v 3
definiert wie oben. Damm ist K = X, = (R5, » ) einc kon-

mutative Hypergruppe. (% sei dabel erwveitert auf ganz

MEX) x M(K).)

ewveis: Es geniigt, die Axiome (F1l) bis (F6) nachzuwelsen:
(F1l): Aus der Reihendarstellung in 2.3.1 sicht man, daB
Bo(s) = B(0) = 1 fiir alle s,x eR} .

L

TN
b
e}

g
ae

Sei f € Coo(R}Y) beliebig; denn ist
T i A
5f dm., s = & 5 f((:€2+y2- 2xy cos f)/z ) sdn<Yy gy
, 2
2

72
- 2%y cos ¥)
gleichgradig in ¢y stetig ist, gile

Lim 5*‘ dma_ - -
Lo XisJi T ’

im (‘“l’y_’.L) = (x,7).

1>
Dies zeigt die Stetiglkeit der Abbildung (=,y)r—mn, g

Da die Abbildung (x,y) — (2% + 7

oL

]

Sf (Gug] falls nur

(F3): Hier sel nur crwihnt, daB jeder der Terme (xX+y+35),
(z+vy-2), (x-y+z) wnd (-x+7y+3z) nicht-

ist, falls |x-y| £z ¢x+y . Der Rest ist kla

(F4): Offensichtlich ist spt ( p* ;gy) = Dx—y\ . :f-:+y:\ ,
und somit ist (F 4) evident.

(F5): Steht wortlich in [52], Lemma 1.1d.



(FP6): Dic Involution ist hier die Identitiét, da
Qe mat(p_v_* p, l:| -y, ¥+7 genau dann venn X=Yy.

»

240,93 DEneriiuns

Die Linearisicrungsformel von Gegenbauer ist flir alle vef
nmit Rev>-1/2 gliltig. Piir nicht-reelle Vv ist jedoch das
Axiom (F3) nicht ewrfiillt, denn m . ist dann im allge-
meinen kein positives MaB mehr, Die Beschrinlkung auf reel-
le V 1istv also unumginglich, wenn nman die Hypergruppenaxio-

matils von Jewett e»fiillt haben will.

2.3.4 Propnosition

Auf Ky ist ein Haarsches Mafl gegeben durch

da(z) = dn,(2) := (M(v+1)2° )-l 220 +1 3,

Deweis:  Zu zelgen ist: p _*m =n Vi eRrt
= -1 :
(Sel e = (2% F(\)+l)) )
, 2v+ 1
D% T = &, o) dy
D, cg(p}:*‘y) g g
o
= g 5 S S {22 (2= [(: +y¥z)(x+y=-2)
0 |%=Y| =
(z J’+Z)(- +J+Z)JV /}vz 72Vt a4y
o0 oo
2v+L
=Wy 5 S Cy *Z{ }A<—~7 , %) d'—’yv .
o o6
= 1 falls |xX=y| %2 £Z+y
wobei. . A(x,y,2) := 0 sonst ;
A(x,7,z) ist symmeitrisch in =, v und gz !
oo o
2v+L
= e, S S {} Alx,7,3) 7 dy p_ dz
o 0
o0 ‘¥+z
-2V 1 2vEl
=c Jo {22 (2 J) [z 01 A} "t ay p, dz
o) ly- -
f’zvﬁri =2 -2y Vi Y0 !
= e, JB° cy 1-{2y(2x%z) g il dy p, 4z
& tr—gi |

Covil 4.,
o §227 1(a) o,
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Selilgevi edin: 24502 fhodanmaisTgill L IF ¥ni,

c
(1) Hach CGegenbauers Integralformel ist
V. v) (V) | '
M (sxt) = £ s).3%5)
/- At d e
Da alle BY beschriinkt und reellwertig sind, ist

~r
L

= zery) £ £ . (Vel [7], 6.5 wnd 7.5)

(&) Wach {52], 4.4 IXorrespondicrt zu jedem nichittrivialen

M gebra-Homomorphismus ¥ auf (X, (2 ¥,in d
tation von Schwartz) ein y = y(¥) e RY in fol
Weige

Y(p) = §3§;’< ) dm(x) .

A\
ist aber A(HK)) = X (L 2 &,

@i) 11it der Tonologie der gleichmiiBigen Xonvergenz auf Hom-
palktta ist {Bf’::{sR*} nomeomorph zu R und die
Faltungsstruistur dieser Tunkitionen cnispricht der in
2.5.2 bes i

chricbenen. Also ist L,
(Vgl. dazu auch [J], 12.4) O

K, als iyperzgrupne.

5.0 Demeriung

In Groanzfall v = =1/2 igt BY(s) = cos (xs), wie man aus
der Definition ersenen kaonn. s 2

O N — (v} 4y}
rungsformel B BT = /5<%X—yi+ 32+y) .

Daraus ergibt sich die Hypersgruppe K—¥5 e [ NN, H s
Hon Uberpriift, dal 2.3.4 und 2.3.5 entsprecucnd gelien.



