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1 .  E ' in le j tung

Man muß z la r  n i  ch ' ,  ge rade  b i  s  zu r  g r i  ech ' i schen  An t i  ke  zu rückgenen ,  um C ' ie

Ursprünge  c ie r  spez ie l Ien  Funk l ' i onen  zu  f inden ,  aber  es  g ib t  dennoch  genug

Serech t ' i gung ,  s ie  a ' i s  e ' i n  k lass isches  Geb je t  de r  Mathemat ik  zu  be t rach ten .

Car lson  ver fo lg t  i n  IC ]  ih re  Gesch ich te  zu rück  b is  ' i n  d ie  l4 j t te  des  17 .

Jahrhunder ts  und  beg le i te t  i h ren  Au fs t ieg ,  b i s  s ie  im 19 .  *Jahrhunder t ,
-eng verknüpf t  m i t  qer  kompi  exen Funkt ionentheor i  e - ,  i  h r  Eo l  denes  Ze i  t -

a l  te r  e r l  eben.  D i  e  Ana lys ' i  s  c ie r  Jahrhunder twende,  über l  i  e fe r t  i  n  ! ^ Ih i  t ta -

ke rs  Buch  "A  Course  o f  Modern  Ana lys is " ,  war  gerac je  d ie  Vere in igung  d ie -

ser  be ' iden Geb ' ie te .  Danach wurden d i .e  spez i  e l  I  en  Funk t ' ionen sehr  i  ange
Ze i t  ve rnach läss ig t ,  d ie  a1 ' lgeme ineren  Be t rach tungen  der  Funk i iona lana-
l ys is  rück ten ' in  den  Vorderg rund .  So  i s t  es  beze ichnend ,  daß i , ^ la tsons  Buch

über  Besse l -Funk t ionen ,  das  bere ' i t s  im Jahre  i922  e rs tma ls  e rsch ien ,  auch
heute  noch a ls  S tanoarowerk  angesehen w i rd .

Ers i  i n  c ien  le tz ten  Jahren  haben  d ie  spez ie l len  Funk i ionen  w ieder  zuneh-
mend Beach tung  ge funden :  Man beschä f t ig t  s i ch  dabe i  vo r  a l lem mi t  dem
phys ika l i sch  re levan ten ,  aber  auch  fü r  d ie  re ine  Mathemat ik  in te ressan-
ten  Prob lem der  En tw ick lung  (oas  he iß t  Dars te l iung  durch  Re ihen  oder  In -
teg ra le )  mög l i chs t  v ' i e le r  Funk t ionen  nach  e iner  vo rgegebenen K lasse  von
spez ie l len  Funk t ionen .  D ie  jn  F rage  kommenden spez ie l len  Funk t ionen  s jnd
dabe t '  ' i n  a l  1e r  Rege i  E igen funk t ionen  e ines  D i f fe ren t ia i  opera to rs  zu  ve r -
sch i  edenen I i  genwer ten .  D ' i  e  oben erwähnte  En iw i  ck1  ung I  i  e fe r t  a l  so  e i  ne
D iagona i ' i s ie rung  des  zugrunde  I  i egenden  D i f fe ren t ia lopera io rs .  D je  Au f -
gabe  der  k lass ischen  harmon ' i schen  Ana ' l yse  i s t  es ,  Funk t ionen  nach  Charak-
te ren  von  loka lkonrpak ten  abe lschen  Gruppen  zu  en tw icke ln .  Es  l i eg t  daher
nahe ,  das  ob ige  Prob lem auch  c ie r  harmon ischen  Ana lyse ,  in  e inem e twas
we i te ren  S jnn  vers tanden ,  zuzuorCenen.  in  der  Ta t  e rgeben  s ' i ch  be i  so l -
chen  Unte rsuchungen  e rs taun l  i che  Ana log ien  zur  k lass ischen  harmon ' i schen
Ana lyse ,  obwoh l  ansche inend  ke ine  Gruppens t ruk tu r  zugrunCe 1 ieg t .  Nur  in
e in igen  s ingu lä ren  Fä l len  konn ten  spez ie l  l e  Funk i ionen  mi t  gee igne t  ge-
mi  t te l  ten  Charak teren  von gewi  ssen L i  e -Gruppen j  Cent ' i  f j  z i  e r t  werden (  S i  e -
he  zum Be i  sp i  e1  tK l  )  .  t i as  b i  sher  feh l  te ,  war  e  j  n  e ' i nhe i  t l  i  ches  Konzep t ,

das  zum e jnen  d ie  Behand ' lung  mög l i chs t  v ie le r  K lassen  von  spez ie l len  Funk-

t jonen  und  v ie l ' l e i ch t  auch  noch  topo log ischer  Gruppen  e r laub t  und  andere r -

se ics  docn  gee igne t  i s t ,  um "schöne"  Aussagen  herzu le ' i t en .  "  Can  one  f ind

an  under l y ing  s t ruc tu re?"  f rag t  Car l son  in  se ' inem 1977  e rsch ienenen  Buch



über  spez ie l le  Funk t ionen  ( tC l ) .

t i ne  so lche  S t ruk tu r  ha t  e rs tma ls  Lasse l in  I  l :  ]  fü r  e ine  V ie lzah ' l  von

or thogona len  Po iyncmsequenzen  anEegeben:  Es  hande l t  s ' i ch  0abe i  um c i je

Hyperg ruppens t ruk tu r ,  e i  ne r  Yera l  1  3emei  nerung  von  I  cka l  kompak ten  Gruppen ,

we l  che  d ' ie  me i  s len  Sch l  ußfc l  gerungen aus  der  k l  ass i  schen harmon ' ischen

Ana lys is  zu läß t  (s iehe  Cazu  auch  A  2 ) .  Daß d ieses  Konzep t  n ich t  nu r

fü r  o r thogona i  e  Po ' l ynome anwendbar  i  s t ,  ze i  g t  d i  e  vor l  i  egende Arbe i  t ,

i n  der  auch  Besse l -Funk t ionen  dah ingehend  un te rsuch t  werden .  Es  ' i s t  an -

zunehmen,  daß noch  we i te re  K lassen  von  spez ie l len  Funk i ionen  e ine  Hyper -

g ruppens t i  uk tu r  bergen .

Anhand von  Jacob i -Po lynomen und  Besse l -Funk i ionen  w i rd  in  d ieser  Arbe i t

d ie  Nü tz l i chke i t  r i nc i  E leganz  der  Be t rach tung  durch  d ie  Hyperg ruppens t ruk -

tu r  demons t r ie r t :  V ie le  der  bekann ten ,  b isher  zusammenhangs losen  Ergeb-

n isse  können  dadurch  jn  e inen  neuen ,  e inhe i i l i cheren  Rahmen gese tz t  wer -

den und ' ih re  Bewe ' ise  reduz ie ren  s ' i ch  zu  e lementaren  Anwendungen c ie r "  äy-
perg ruppen theor ie .  A .ndere  Resu l ta te ,  i nsbesondere  im Abschn i t t  über

Spek t ra lsyn these ,  konn ten  in  der  L i te ra tu r  n ich t  ge funden  werc jen  und

sche ' inen neu zu  se i  n .

Un te rsuch t  werden  in  d ieser  Arbe i t  zunächs i  d ie  t sez iehungen  zw ischen

Hypergruppen  und  spe : ie l l en  Funk t ionenk lassen  im a l lgene inen ,  sow ie  e in -

fache  Fo lgerungen  daraus  und  dann  e in ige  k lass ' i sche  Geb ie te  der  harmo-

n ischen Ana lyse ,  w ' ie  Fcr i r ie r t rans format ' ionen,  Spek t ra isyn these unc i  l v l i t -

te l  barke i  t .  Dabe i  t re ten  verb l  ü f fenoe Para l  e l  I  en  z l i  schen den Besse l  -

Funk t ionen  und  c ien  Jacob i -Po lynomen zu tage ;  zwe i  Funk t ionenk lassen ,  c i i e

au f  den ers ten  B I  i  ck  ke i  ne  Geme' i  nsamke i  ten  haben.

Zu le tz t  ncch  e ' in  i ^Jo r t  zum Aufbau  der  vo r l  i egenden  Arbe i t :  D ie  Fes t ' l egung

der  i \ l o ta t ion ,  sow je  v ie le  g rund legende  Def in j t i onen  und  E igenscha f ten ,

insbesondere  von f i ypergruppen (von c ienen man s te ts  annehme,daß s ie  e in

Haarsches  Maß bes ' i t zen) ,  Jacob j -Po lynomen und  Besse l -Funk t ionen  wurden
' in  den  Anhang verbann t ,  ebenso  w ' ie  zwe i  z ieml  i ch  lange ,  aber  re ' i n  tech-

n i  sche Bewei  se .  Auf  d i  ese  l , le i  se  wurde der  Haut te i ' l  ,  näml  ' i ch  Abschn i  t t

2  b i  s  5  von so l  chem Ba l  I  as t  f  re i  geha l  ten ,  unc i  man kann s i  ch  c jo r t  a r i f  c i i  e

e i  gen t l  i  che  Z j  e l  se tzung d i  eser  Arbe ' i  t  konzent r i  e ren  .


